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Prélogo

El estudio de la Geometria en la ensefianza media es uno de los puntos que
més se ha discutido y se discute en las conferencias nacionales e internacionales,
que sobre la ensefianza de la matemaitica se celebran en todo el mundo.

En primer lugar, debemos precisar a qué ciclo damos el nombre de ensefianza
media y para ello lo mejor seri indicar la edad que comprende, y que de una
manera general son los estudios realizados de los 12 a los 17 6 18 aiios, divididos
en dos etapas: ensefianza secundaria o prevocacional de los 12 a los 15 afios (tres
afos) y ensefianza preparatoria * de los 15 a los 18 (tres afios). En muchos paises
los seis afios forman el bachillerato.

En segundo lugar, debemos sefialar lo que entendemos por “matemaitica mo-
derna” ypor “revolucién de las matemdticas escolares”, Las caracteristicas de la
nueva matematica son, dice el Dr. Luis A. Santalé (Argentina) “su poder de sinfe-
sis y la variedad de nuevos dominios en que es aplicable, consecuencias de su gran
generalidad y de su construccion axiomdtica”, El poder de sintesis permite que teo-
rias de distinto origen, y desarrolladas independientemente, se vean englobadas como
casos particulares de teorias mais amplias. La variedad de nuevos dominios se ha
logrado con teorias modernas que, como la teoria de juegos de J. von Neumann,
han permitido tratar matemdticamente disciplinas del campo de la economia, la
sociologia, la estrategia, etc., que antes se mantenian al margen de las ciencias exac-
tas. La biologia también necesita de ramas matemdticas como la estadistica.

Al hablar de ‘‘revolucién de las matemiticas escolares” nos referimos, princi-
palmente, a la basqueda de lo que hay que suprimir de la matematica tradicional
para poder dedicar un tiempo a la ensefianza de temas que antaifio se reservaban
a estudios en un nivel superior. También la revolucién se refiere a la manera de
ensefiar los temas tradicionales y los nuevos, sin perder de vista que la mayor parte
de lo que se llama “matemdticas antiguas” sigue siendo lo més importante y debe
continuar ensefiindose,

Al aplicar estos conceptos a la Geometria, nos encontramos con una situacién
bien curiosa: al decir muchos matemdticos que la Geometria de Euclides debe des-
aparecer, porque no tiene nada que ver con la matematica moderna, que es estéril
y que se halla fuera del camino principal de los adelantos mateméticos, pudiendo
relegarse a los archivos para uso de los historiadores del mafiana, criterios, que se
resumen en la célebre frase de Dieudonné en el Seminario de Royaumont (Fran-
cia) “{abajo Euclides, basta de tridngulos!” han lograde, al ser mal interpretados,
que no se ensefie geometria sintética y, en consecuencia, son ya muchos los paises
latinoamericanos en los que, practicamente, el estudiante no conoce esta disciplina,
con lo que su formacién mateméitica presenta serias deficiencias. Pero son muchos
los profesores de América Latina que opinan como el Prof. Omar Catunda (Bra-
sil) -quien, en la Primera Conferencia Interamericana sobre Enseiianza de la Ma-

* En México también se tiene el ciclo vocacional de dos afios equivalente a una pre-
paratoria.




temidtica celebrada en Bogota (Colombia) en 1961, dijo: en mi pais no debe decirse
“abajo Euclides” sino “; al menos Fuclides!”

La mala interpretacién que ha conducido al estado de cosas que sefialamos
procede principalmente de no haber precisado Jo que se entiende por ensefianza me-
dia. Lo dicho por Dieudonné y otros profesores universitarios sobre Euclides, se
refiere a la ensefianza de la Geometria en el grado superior de Ia segunda ensefian-
za (15 a 18 afios), Es en este grado donde, después de haber adquirido los conoci-
mientos basicos de dlgebra moderna, ha de volverse a la Geometria pero con tra-
tamiento analitico y en forma vectorial. Un tratamiento analitico a partir del con-
cepto de espacio vectorial, permitira volver a la axiomatica por el camino algebraico
de los espacios vectoriales, A

Pero en la ensefianza primaria (6 a 12 afios) los alummnos deben adquirir la
cantidad de ideas geométricas que sirvan de base para aprender, de los 12 a los
15 afios, la parte de geometria euclidiana necesaria para llegar a los conceptos de
punto, figura, recta, plano y espacio, como construcciones puramente mentales y
generalizar las relaciones entre estos elementos hasta el punto, como dice el Dr. Fehr
(BE. UU.), de poder establecer cortas cadenas deductivas de teoremas. sobre algo
menos que una, base axiomdtica :

Este criterio viene apoyado en el hecho de que si pensamos en todos los alum-
nos que cursan la segunda ensefianza, no solamente en los futuros matematicos, la
geometria euclidiana crea un habito de raciocinio que la hace importante para la
conformacién del individuo organizado. Y no es vilida la opinién de algunos pro-
fesores de que es ms itil iniciar a las mentes jévenes en una estructura matemética
axiomdtica ensefiando las estructuras del Algebra, porque la introduccién del lge-
bra moderna se ha visto que es dificil y hay que hacerlo en una etapa superior (de
los 16 a los 18 afios) y siempre que se haya alcanzado una formacién matematica
bastante completa. ,

El texto del Prof. Baldor tiende al concepto actual de la ensefianza de la Geo-

metria en el ciclo secundario (12 a 15 afios), No se trata de ensefiar una Geome.
tria euclidiana al estilo cldsico sino aprovechar el valor formativo de esta materia
en el sentido axiomdtico, que constituye la esencia de toda la matematica, estable-
ciendo los teoremas como “cortas cadenas deductivas sobre algo menos gue una
base estrictamente axiomatica” . La obra sefiala un provechoso término medio entre
la enseflanza de tipo clasico y lo que podriamos lamar un enfoque contemporineo
de la Geometria que debe iniciarse en el grado superior del bachillerato y en la
Universidad.
.. Este es el punto de vista que actualmente se est4 dando a los textos de Geome-
tria euclidiana en la mayorfa de los paises. En el Seminario de Aarhus organizado
por la International Commission for Mathematical Instruction ( L.CM.L) celebra-
do del 30 de mayo al 2 de junio de 1960 en Dinamarca y en la reunién celebrada
en Bolonia (Italia) del 4 al 7 de octubre de 1961, concentraron principalmente sus
trabajos en el estudio de los axiomas que permitan conservar la geometria de
Euclides,

De los textos tradicionales el autor ha suprimido un gran niimero de teoremas,
lemas, escolios, y corolarios, principalmente en la geometria del espacio. Ha conser-
vado el enunciado de muchas propiedades pues el alumno debe aprender lo més
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posible, También ha procurado que el alumno vea en la deduccién matematica un
método para comprender cosas no evidentes, soslayando las demostraciones compli-
cadas de proposiciones, cuyo enunciado, parezca al alumno de una claridad tal que
no sienta la necesidad de una justificacién. El suprimir demostraciones complicadas
de propiedades evidentes, hace mis agradable el estudio de la matematica y per-
mite hacer ver al alumno, con mayor facilidad, los fines que la matemitica persigue.
Muchas de estas propiedades se pueden aceptar como postulados cuya comprobacién
suele ser sencilla.

La inclusién de la Trigonometria puede ser debido a la necesidad de ajustarse
a la mayoria de los programas oficiales de la materia, En realidad, la Trigonometria
tiende a desaparecer como disciplina independiente y asi debe entenderlo el Prof.
Baldor al incluirla como unos capitulos de la Geometria. La importancia de la Tri-
gonometria en el siglo pasado, en América, era por la necesidad de su aplicacién
en la navegacién, la agrimensura y la astronomia. En la actualidad, lo mas impor-
tante de la Trigonometria es el estudio de las propiedades de las funciones trigono-
métricas y por esto su estudio, en nivel superior, ha pasado a formar parte de la
Teoria de funciones. La parte elemental que incluye el Prof. Baldor en su texto,
es un buen fundamento para los estudios posteriores.

Sobre la didactica del libro se puede decir que el autor utiliza en esta obra,
muy acertadamente, el color, como eficaz ayuda para desarrollar el espiritu estético
y, en algunos casos, descubrir, de manera éptica, ciertos conceptos y relaciones.

Para que el alumno pueda aprovechar el texto a su maximo, necesita de la ayu-
da del profesor. Es éste quien tendrid que decidir, en cada caso, lo que debe supri-
mirse y lo que debe ampliarse. La experiencia le indicari el valor efectivo de la
obra para el fin que le esti sefialado: establecer las bases para una mejor compren-
sibn de los temas de Geometria que le serin ensefiados en el ciclo superior, segiin
las nuevas normas sefialadas en las distintas reuniones internacionales de los orga-
nismos dedicados al estudio de la ensenanza de la matematica en nuestra época.,

México, julio de 1966.

MAaRCELO SANTALO

Profesor de la Escuela Nacional Preparatoria de
la Universidad Nacional Auténoma de México
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Geometria plana

BREVE RESERA HISTORICA

Los primeros conocimientos geométricos que tuvo el hombre consistian
en un conjunto de reglas practicas. Para que la Geometria fuera considerada
como ciencia tuvieron que pasar muchos siglos, hasta llegar a los griegos.

Es en Grecia donde se ordenan los conocimientos empiricos adquiridos
por el hombre a través del tiempo y, al reemplazar la observacion y la ex-
periencia por deducciones racionales, se eleva la Geometria al plano riguro-
samente cientifico.

BABILONIA. En la Mesopotamia, regién situada entre el Tigris y el
Eufrates, florecié una civilizacién cuya antigiledad se remonta a 57 siglos
aproximadamente.
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Los babilonios fueron, hace cerca de 6000 anos, los inventores de la
rueda. Tal vez de ahi provino su afan por descubrir las propiedades de la
circunferencia y ésto los condujo a que la relacién entre la longitud de la
circunferencia y su didmetro era igual a 3. Este valor es famoso porque tam-
bién se da en el Antiguo Testamento (Primer Libro de los Reyes).

Los babilonios lo hallaron considerando que la longitud de la circunferencia
era un valor intermedio entre los perimetros de los cuadrados inscrito ¥y cir-
cunscrito a una circunferencia.

Cultivaron la Astronomia y conociendo que el afio tiene aproximadamente
360 dias, dividieron la circunferencia en 360 partes iguales obteniendo el
grado sexagesimal.

También sabian trazar el hexagono regular inscrito y conocian una
férmula para hallar el 4rea del trapecio rectangulo.

EGIPTO. La base de la civilizacién egipcia fue la agricultura. La apli-
cacién de los conocimientos geométricos a la medida de la tierra fue la causa
de que se diera a esta parte de la matemética el nombre de Geometria que
significa medida de la tierra.

Los reyes de Egipto dividieron las tierras en parcelas. Guando el Nilo
en sus crecidas periédicas se llevaba parte de las tierras, los agrimensores
tenian que rehacer las divisiones y calcular cuénto debia pagar el duefio
de la parcela por concepto de impuesto, ya que éste era proporcional a la
superficie cultivada.

Pero la necesidad de medir las tierras no fue el mico motivo que tuvieron
los egipcios para estudiar las matematicas, pues sus sacerdotes cultivaron la
Geometria aplicandola a la construccién.

Hace mas de 20 siglos fue construida la “Gran Piramide”. Un pueblo que
emprendi6 una obra de tal magnitud poseia, sin lugar a dudas, extensos cono-
cimientos de Geometria y de Astronomia ya que se ha comprobado que, ade-
mas de la precision con que estin determinadas sus dimensiones, la Gran
Piramide de Egipto estd perfectamente orientada.

La matematica egipcia la conocemos principalmente a través de los papiros.
Entre los problemas geométricos que aparecen resueltos en ellos se encuentran
los siguientes:

1. Area del tridngulo isdsceles.
2. Area del trapecio isdsceles.
3. Area del circulo.

Ademds, en los papiros hay un estudio sobre los cuadrados que hace
pensar que los egipcios conocian algunos casos particulares de la propiedad
del tridngulo recténgulo, que mads tarde inmortalizé a Pitdgoras.
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GRECIA. La Geometria de los egipcios era eminentemente empirica,
¥a que no se basaba en un sistema légico deducido a partir de axiomas y
postulados.

Los griegos, grandes pensadores, no se contentaron con saber reglas y
resolver “problemas particulares’”; no se sintieron satisfechos hasta obtener ex-
plicaciones racionales de las cuestiones en general y, especialmente, de las
geométricas.

En Grecia comienza la Geometria como ciencia deductiva. Aunque es
probable que algunos matemdticos griegos como Tales, Herodoto, Pitagoras,
etc., fueran a Egipto a iniciarse en los conocimientos geométricos ya existentes
en dicho pais, su gran mérito estd en que es a ellos a quienes se debe la
transformacién de la Geometria en ciencia deductiva.

Taves pe Mitero, Sigle VII A. C. Representa los comienzos de la
Geometria como ciencia racional. Fue uno de los “siete sabios” y fundador de
la escuela jénica a la que pertenecieron Anaximandro, Anaxigoras, etc.

En su edad madura, se dedicé al estudio de la Filosofia y de las Ciencias,
especialmente la Geometria.

Sus estudios lo condujeron a resolver ciertas cuestiones como la deter-
minacién de distancias inaccesibles; la igualdad de los angulos de la base en
el tridngulo isésceles; el valor del dngulo inserito v la demostracién de los
conocidos teoremas que llevan su nombre, relativos a la proporcionalidad de
segmentos determinados en dos rectas cortadas por un sistema de paralelas.

PirdGoras pE Samos.. Siglo VI A. C. Se dice que fue discipulo
de Tales, pero apartandose de la escuela jénica, fundé en Crotona, Italia,
la escuela pitagérica.

Hemos dicho que los egipcios conocieron la propiedad del tridngu-
lo rectingulo cuyos lados miden 3, 4 y 5 unidades, en los que se
verifica la relacion 52 = 3% 4 42, pero el descubrimiento de la relacién
at = B 4 ¢ para cunlguier triéngulo rectdngulo y su demostracién se deben
indiscutiblemente a Pitdgoras.

Se atribuye también a la escuela pitagérica la demostracién de la pro-
piedad de la suma de los dngulos internos de un tridngulo y la construccién
geométrica del poligono estrellado de einco lados.

Evcumes, Siglo IV A, C. Escribié una de las obras més famosas
de todos los tiempos: los “Elementos”, que consta de 13 capitulos llamados
“libros”, De esta obra se han hecho tantas ediciones, que sélo la aventaja
la Biblia,
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Euclides construye la Geometria partiendo de definiciones, postulados y
axiomas con los cuales demuestra teoremas que, a su vez, le sirven para de-
mostrar otros teoremas.

El edificio geométrico construide por Fuclides ha sobrevivido hasta
el presente.

Libro 1. Relacién de igualdad de tridangulos. Teoremas sobre paralelas.
Suma de los dngulos de un poligono. Igualdad de las 4reas de triangulos o
paralelogramos de igual base y altura. Tecrema de Pitagoras.

Libro 11, Conjunto de relaciones de igualdad entre dreas de rectangulos
que conducen a la resolucién geométrica de la ecuacién de segundo grado.

Libro 111, Circunferencia, dngulo inscrito.

Libro IV,  Construccién de poligonos regulares inscritos o circunscritos
a una circunferencia.

Libro V. Teorema general de la medida de magnitudes bajo forma
geométrica, hasta los niimeros irracionales.

Libro V1. Proporciones. Tridngulos semejantes.

Libres VII, VHI y IX, Aritmética: proporciones, méximo comun di-
VISOr Yy numeros primos.

Libro X. Numeros inconmensurables bajo forma geométrica a partir
de los radicales cuadraticos.

Libros X1 v XII. Geometria del espacio y, en particular, relacién entre
voliimenes de prismas y pirdmides; cilindro y cono; proporcionalidad del vo-
lumen de una esfera al cubo del didmetro.

Libro X111, Construccién de los cinco poliedros regulares,

Prarow, Sigle IV A, C. En la primera mitad de este siglo, se inicié
en Atenas un movimiento cientifico a través de la Academia de Platén. Para
¢l, la matemaética no tiene finalidad préactica sino simplemente se cultiva con
el tinico fin de conocer. Por esta razén, se opuso a las aplicaciones de la
Geometria. Dividié la Geometria en elemental y superior. La Geometria ele-
mental comprendia todos los problemas que se podian resolver con regla y
compas. La Geometria superior estudiaba los tres problemas mas famosos de
la Geometria antigua no resolubles con la regla y el compas:

\. La cuadratura del circulo.  Se trata, como indica su nombre, de cons-
truir utilizando solamente la regla y el compés el lado de un cuadrado que
tenga la misma area que un circulo dado.
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2. La triseccidn del dngulo. El problema de dividir un éngulo en tres
partes jguales utilizando solamente la regla y el compés no es, mas que en
casos particulares, resoluble.

3. La duplicacién del cubo. Este problema consiste en hallar, mediante
una construccién geométrica, en la que se utilice solamente la regla y el
compés, un cubo que tenga un volumen doble del de un cubo dado.

Estos tres problemas se pueden resolver, con la regla y el compas, con
toda la aproximacién que se desee. Y se resuelven exactamente utilizando
curvas especiales. No se trata por consiguiente de problemas que no se hayan
resuelto en la practica, sino de problemas de importancia puramente tedrica.

Arquimepss b Sinacuss, 287-212 A. C.  Estudié en Alejandria. Se
encuenira en él una mentalidad prictica, un genio técnico, que lo Ilevéd
a investigar problemas de orden fisico y resolverlos por métodos nuevos. Por
esto, después de grandes disputas con los euclidianos, se retiré a Siracusa
donde puso sus descubrimientos al servicio de la técnica.

Calculé un valor mas aproximado de a, el érea de la elipse, el volumen
del cono, de la esfera, etc. Estudié la llamada espiral de Arqulmede:s que
sirve para la triseccién del angulo.

Aroronto pe Perca 260200 A. C. Estudié ampliamente las sec-
ciones conicas que, dieciocho siglos después, sirvieron a Kepler en sus tra-
bajos de Astronomia, determinando casi todas sus propiedades. En su obra
se encuentran ya, las ideas que condujeron a Descartes a inventar la Geo-
metria Analitica, 20 siglos después.

Hendw pe Areranoria, Siglo II D. C. Demostré la conocida férmu-
la que lleva su nombre, para hallar el drea de un tridngulo en funcién de
sus lados.

Geometrias no euclidianas. Los “Elementos” de Euclides fueron consi-
derados como una obra en la que sigue el método axiomatico, ya que partiendo
de proposiciones previamente establecidas: definiciones, axiomas y postulados,
se deduce toda la Geometria en una forma légica.

Posteriormente se ha visto que tiene varias fallas légicas, es decir, no
se cumplen en el texto todas las exigencias que impone la légica. Sin embargo,
todos los defectos que pueden sefialarse resultan insignificantes comparados
con el mérito extraordinario de haber construido una ciencia deductiva a partir
de conocimientos empiricos.

De los cinco postulados de Euclides, el V es el que, desde un principio,
llamé mas la atencién: Por un punto exterior a una recta pasa una y sola-
mente una paralele. Durante veinte siglos se traté de “demostrar”, es
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decir, convertirlo en teorema. Finalmente, se pensé que si de verdad era un

postulado, el hecho de negarlo, aceptando los demas, no debia conducir a
eentradiccién alguna.

De esta manera procedieron Lobatchevsky (1793-1856) y Riemann
(1826-1866),

La Geometria de Riemann sustituye el postulado V por el siguiente:
Por un punto exterior @ una recta no pasea ninguna paralela
Y la Geometria de Lobatchevsky lo sustituye por el que dice:

Por un. punto exterior a una recta pasan dos paralelas que separan las
infinitas rectas no secantes de las wwifinitas seeantes

Con estos nuevos postulados construyeron nuevas geometrias que se
laman geometrias no euclidianas




e ot

A i A B

PMIODEHHIND Centuria (18-16 a. d. C.) El do-  su radie. Al llevar o lo redlidod los magistrales
tﬁpdanlﬁs importante nmmcnn nhmsdc las piramides, utﬁd&ﬂuwmﬂ

llrmro Rhind, atribuido a dq; los cémo frozar uno pe

-ramnia sabion

sentado que el area del circulo (B) una a. Asimismo ELi
weces el ud&lmndm&eﬂ]quuhummn mdmduvdhﬁnﬂu&rdmd&hﬂm

Generalidades

. EL. METODO DEDUCTIVO. Es el usado en la ciencia y, principal-
mente, en la Geometria. Este método consiste en encadenar conocimientos que
se suponen verdaderos de manera tal, que se obtienen nuevos conocimientos. Es
decir, obtener nuevas proposiciones como consecuencia ldgica de otras
anteriores.

No todas las propiedades son consecuencia de otras. Hay algunas que
se aceptan como ciertas por si mismas: son los criomas v postulados,

Hay ademas las definiciones que son proposiciones que exponen con cla-
ridad y precisidn los caracteres de una cosa. Una caracteristica de la Geometria
moderna consiste en evitar la definicién de conceptos primarios que tenian
poco o ningtin sentido. Asi, por ejemplo, las definiciones tan conocidas de

7
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Euclides: ‘“Punto es lo gtie no tiene partes” “Linea es una longitud sin an-
chura™, etc., se basan en conceptos (partes, anchura) cuya definicién es mas
compleja que lo que se trata de definir.

2. AXIOMA. Es una proposicion tan sencilla y evidente que se admite
sin demostracion.

Ejemplo. El todo es mayor que cualquiera de sus partes.

3. POSTULADO. Es una proposicién no tan evidente como un axioma
pero que también se admite sin demostracién.

Ejemplo. Hay infinitos puntos.

4. TEOREMA. Es una proposicién que puede ser demostrada. La de-
mostracion consta de un conjunto de razonamientos que conducen a la evidencia
de la verdad de la proposicién.

En el enunciado de todo teorema se distinguen dos partes: la hipétesis,
que es lo que se supone, y la tesis que es lo que se quiere demostrar.

Ejemplo. La suma de los éangulos interiores de un tridngulo vale
dos rectos.

meoresis, A, By C son los angulos interiores de un triangulo.
tesls,  La suma de los angulos A, B y C vale dos rectos.

En la demostracion se utilizan los conocimientos adquiridos hasta aquel
momento, enlazados de una manera logica.

5. COROLARIO. Es una proposicién que se deduce de un teorema como
consecuencia del mismo.

Ejemplo. Del teorema: La suma de los angulos interiores de un triangulo
es igual a dos rectos, se deducc el siguiente corolario: La suma de los angulos

agudos de un triangule rectangulo vale un recto.

6. TEOREMA RECIPROCO. Todo teorema tiene su reciproco. La hipéte-
sis y la tesis del reciproco son, respectivamente, la tesis y la hipétesis del otro
teorema que, en este caso, se llama teorema directo.

Ejemplo. El reciproco del teorema: La suma de los angulos interiores de
un tridngulo vale dos rectos dice: Si la suma de los Angulos interiores de un poli-
gono vale dos rectos el poligono es un' triangulo.

La hipétesis y la tesis del reciproco son:

niroTEsis. Tenemos un poligono cuyos angulos interiores suman dos
rectos. -

tesis,  El poligono es un tridngulo.
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No siempre los teoremas reciprocos son verdaderos. Asi, por ejemplo, hay
un teorema que dice: “[ as diagonales de un cuadrade son iguales” .y su
reciproco dice: “Si las diagonales de un paralelogramo son iguales la ligura es
un cuadrado”, Este reciproco es falso porque la figura puede ser un recténgulo
que también tiene sus diagonales iguales.

-y

7. LEMA. Es una proposicién que sirve de base a la demostracion de
un teorema. Es como un “tevrema preliminar™ a otro que se considera mas
importante.

Ejemplo,  Para demostrar el volumen de una piramide se tiene que
demostrar antes el lema que dice: “Un prisma triangular se puede descomponer
en tres tetraedros equivalentes”,

Actualmente se ha prescindido bastante del uso de la palabra lema y
se le suele llamar teorema o bien teorema preliminar.

8. ESCOLIO. Es una observacién que se hace sobre un teorema previa-
mente demostrado.

Ejemplo, Después de demostrar el teorema que dice: En una misma cir
cunferencia o en circunferencias iguales a maver arco corresponde mavor cuerda
(considerando arcos menores que una semicircunferencia), se podria afadir,
como escolio: “Si no se consideran arcos menores gue una semicircunferencia,
a mavyor arco corresponde menor cuerda”.

Actualmente apenas se usa la palabra escolio para sustituto de observacién.

9. PROBLEMA. Es una propesicién en la que se pide construir una fi-
gura que reuna ciertas condiciones (los problemas gréficos) o bien calcular el
valor de alguna magnitud geométrica (los problemas numéricos).

Ejemplo de problema grifico, Construir la circunferencia que pasa por
tres puntos dados.

Ejemplo de problema numérico.  Calcular la altura de un triangulo equi-
latero cuyo lado mide 6 cm.

10. EL PUNTO. Ya hemos dicho que el punto no se define. La idea de

punto esta sugerida por la huella que deja en el papel un lapiz bien afilado.
Un punto geométrico es imaginado tan pequeno que carece de dimension
Admitimos el siguiente postulado:

Hay infinitos puntos

Notacién: Los puntos se suelen designar por letras mayusculas y re-
presentar por un trazo, un circulito o una cruz. Asi decimos el punto A;
el punto B; etc. (Fig 1),
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X .
A B
Fig. 1

11. LA LINEA. Son tipos especiales de conjuntos de puntos, Entre los
mas notables estdn:

La linea recta. Una imagen de este conjunto de puntos es un rayo lumi-
noso, el borde de una regla, etc.

<

e
A ' B

b
P

Fig. 2

Una recta geométrica se extiende sin limite en dos sentidos. No comienza
ni termina. Admitimos los siguientes postulados:
Por dos puntos pasa una recta 'y solamente .
Dos rectas no pueden tener mds gue un solo punto comin. ;
La recta se suele designar por des de sus puntos con el simbolo <7 en-
(=D

cima. Asi, la recta AB (Fig. 2 se representa AB.

La linea curva. Una imagen de linea curva es la circunferencia. Actual-
mente se considera que las lineas curvas pueden tener trazos rectos o no

tenerlos (Fig 3).

Fig. 3

Un tipo especial de curva es la linea quebrada, formada por trazos rectos.
Al principio extrafia llamar curva a una linea formada por trazos rectos,
pero conviene acostumbrarse a esta nueva nomenclatura por la utilidad que
tiene en estudios mas avanzados. |
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Otro tipo especial de curva es la curva simple cerrada. Es la que se
puede trazar de tal manera que empieza y termina en el mismo punto y
éste es el tinico que se toca dos veces. Este tipo de curva tiene un interior y un
exterior y admitimos el siguiente postulado:

Al wnir un punto interior A con uno exterior B (PFig. 4) de una curva
simple cerrada se corta dicha curva.

e
S

Fig. 4

o X

Una linea tiene una sola dimension: longitud.

12. CUERPOS FISICOS Y CUERPOS GEOMETRICOS. Son cuerpos.
fisicos todas las cosas que nos rodean: libros, lapices, mesas, etc. Tienen
forma, color, estan hechos de una sustancia determinada y ocupan un
lugar en el espacio.

Hay esquemas ideales de
ciertos cuerpos fisicos de los
cuales la Geometria considera
solamente su forma y su tama-
fio. Son los cuerpos geométricos 1
o sélidos (g, 5. Son los pris- |
mas, conos, esferas, etc. D :

Fos sdlidos tienen tres di- ':

mensiones: largo, ancho v alto. fileiins fonan oo Smeysrti G

13. SUPERFICIES. Son %
los limites que separan a los A B
cuerpos del espacio que los
rodea. Fig, 5

Las superficies tiener dos dimensiones: larog v aneho.
F 20

Ejemplo. ABCD es una parte, llamada cara, de la superficie de la
figura 5.

14. SEMIRRECTA. Si sobre una recta sefialamos un punto A, se llama
semirrecta al conjunto de puntos formado por el A y todos los que le siguen
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o todos los que le preceden. El punto A es el origen de la semirrecta.

Una semirrecta se suele representar por el origen y otro punto de ella,
con el simbolo — encima.

Asi, la semirrecta de origen C y otro punto D (Fig. 6) se representa

—_
por CD.

—
N,
w

rig. 6

15, SEGMENTO. Si sobre una recta sefialamos dos puntos A y B.se llama
segmento al conjunto de puntos comprendidos entre A4 y B maés estos dos pun-
tos que se llaman extremos del segmento. Generalmente al que se nombre
en primer lugar se le llama origen y al otro, extremo,

Se admite el siguiente postulado:
La distancia mds corta entre dos puntos es el segmento que-los une.
Un segmento se designa

por las letras de sus extremos y
con un trazo encima.

X X
E F
Ejemplo, E}] segmento EF

Fig, 7 (Fig. 7) se representa asi: EF.

16. PLANO, Una superficie como una pared, el piso, etc., nos sugiere
la idea de lo que en Geometria se llama plano. Son conjuntos parciales de
infinites puntos.

Un plano, en matematicas, se imagina de extensién ilimitada. Se suele
representar por un paralelogra-
mo como el ABCD (I'ig 8) y e D M C
nombra por tres de sus puntos
no alineados o por una letra
griega. Asi el plano de la Fig. 8
se nombra: plano ABC o bien
plano a.

Dos propiedades caracteris- A N B
ticas de los planes son las dadas
por los siguientes postulados: Fig, 8
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Por tres puntos no alineados pasa un plano y solamente uno.

Si una recta tiene dos puntos comunes con un plano, toda la recta estd
contenida en el plano.

17, SEMIPLANO. Toda recta MN (Fig. 8) de un plano lo divide en
dos regiones llamada semiplanos. Cada punto del plano pertenece a uno de
los semiplanos, excepto los puntos de la recta que pertenecen a los dos.

Se admite el siguiente postulado de la separacién del plano:

Deos puntos de un mismo
semiplano determinan un' seg- N
mento que ne corta 'a la recta A
que da origen a los dos semi-
planos; v dos puntos de distin- R

to semyiplano determinar un
segmento oue vorta ala recta. B
M
18.. INTERSECCION DE / e, ,./
PLANOS, Se admite el si- s

guiente postulado:

81 dos. planos tienen un

punto comun lienen una recla

comun.

En este caso se dice que los
dos planos se cortan y a la rec-
ta comin se le llama recta de interseccién. En la Fig. 9 la recta RS es la
interseccién de los dos planos ABC y NMP.

Fig. 9

19, POLIGONALES CONCAVAS Y CONVEXAS. A las lineas que-
bradas se les llama también po/igonales y, en este caso, los segmentos que las
forman reciben el nombre de /zdos y a los puntos comunes de los lados se
les llama vériices,

Una poligonal es convexa(liz. 10-A) si al prolongar en los dos sentidos
uno cualquiera de sus lados, toda la poligonal queda en un mismo semiplano.

Se llama poligonal céncava(Fig. 10-B) si al prolongar enlos dos sentidos
alguno de sus lados, parte de la poligonal queda en un semiplano y parte
en el otro. :

20. MEDIDA DE SEGMENTOS, Medir un segmento es compararlo
con otro elegido como unidad. Para este fin se usan las unidades de longitud
del sistema métrico decimal, del sistema inglés o de cualquier otro sistema.
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& J o
Figuras 10-A y 10-B

Los instrumentos usados son las reglas graduadas, cintas, etc.
Asi, para medir el segmento AB (Vig. 11) se hace coincidir una divisién
cualquiera (generalmente el ce-
A B ro) de la regla con uno de los
extremos del segmento y se ob-
en coincidencia con el otro ex-
tremo. La diferencia entre am-
bas lecturas da el valor de la
Fig, 11 longitud del segmento.

Fn este caso tenemos:
Extremo B — 105 ¢cm
Extremo A —= 50 "

Longitud AB = 55 cm

También se puede usar el siguiente método: con un compas que tiene
ambas puntas metélicas, se toma la longitud del segmento (Iiz. 12-A) y
se lleva esta abertura sobre la regla (Fig, 12-B).

o
878 9

Fig. 12-A Fig. 12-B
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21. ERROR.  Las medidas, en la practica, son generalmente aproximadas.
A la diferencia entre la verdadera longitud del segmento y el valor obtenido
se le llama error de medida. El error puede ser por exceso, cuando se toma
un valor mayor que el verdadero, o por defecto, cuando se toma un valor
menor que el verdadero. El error es debido a las imperfecciones de nuestros
sentidos, o de los instrumentos que empleamos, o a otras causas.

22. OPERACIONES CON SEGMENTOS. Se puede proceder grafica-
mente asi:

a) Suma de segmentos., Para sumar, por ejemplo, los segmentos
AB, CD, EF, procederemos asi:

A —

4+

§ il A B E F

>
Sobre una recta indefinida MN (Fig. 13) y a partir de un punto cual-
quiera P, se llevan los segmentos que se van a sumar, en un sentido deter-
minado, uno a continuacion de otro, haciendo que el extremo de cada sumando
coincida con el origen del siguiente. El segmento AF, que tiene por origen
el origen del primero y por extremo el extremo del tiltimo, representa la suma.

b) Sustraccion de segmen-
tos. Para la diferencia de los
segmentos AB — CD se proce-

Ch D : de asi:
Sobre el segmento minuen-
do AB (Fig. 14) se lleva el seg-
A : y mento sustraendo CD, de ma-
C D nera tal que coincidan A y C.

Fig, 14

FEl segmento resultante, DB. representa la diferencia. Es decir:

AB — CD = DB,
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¢) Multiplicacion ‘de un segmenio’ por un niimero real. El producto
del segmento A por un numero natural, 4 por ejemplo, se obtiene llevando
>
sobre una recta cualquiera MN (Fig 15) y a partir de un punto cualquiera
de ella, P, el segmento AB, tantas veces como indica el numero, 4 en este
caso, por el cual se va a multiplicar, Asi;

PR = 4 AB,
4 VECES

el Y

f 1

A 5 A B R

A———dB M f + f t t N
P A B A B
Fig 15

d)  Division de un segmento en un niimero de partes iguales. Sea el seg-
mento AB que se quiere dividir en 8 partes iguales.

A partir —-‘Lﬁ uno de los extremos del Sﬂgmmtuﬁ (Fig 16), se traza una
semirrecta AC, con cualquier
inclinacién. Sobre AC y a par-
tir de A, se lleva un segmento
de cualquier longitud b, tantas
veces (8 en nuestro caso) como
indica el divisor. El extremo del
ultimo segmento b, se une con
B y se traza paralelas al seg-
mento B8 por los puntos 1, 2,
3, etc. Tendremos:

X = Fig 16

Maés adelante veremos la razon de esta construccion.

Observacién  Las operaciones .anteriores se pueden efectuar midiendo los
segmentos y operando con las medidas obtenidas.

23, IGUALDAD Y DESIGUALDAD DE SEGMENTOS. §i al super-
poner dos segmentos AB y CD (Figx 17) se puede hacer coincidir los dos ex-
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tremos del primer segmento con los dos extremos del segundo, dichos seg-
mentos son iguales (=)

Cuando no se cumple la condicién anterior, se dice que son desiguales.

De dos segmentos desiguales, uno de ellos es mayor que (=)
o menor que (<) el otro. Asi AB > EF y EF < AB (Fig. 17).

: A A
g £ F
A+ CD A6>EF
EF<AB
Fig- 17

24 GEOMETRIA La Geometria elemental es la rama de las mate-
maticas que estudia las propiedades intrinsecas de las figuras, es decir, las
que no se alteran con el movimiento de las mismas.

Cuando estudia figuras contenidas en un plano, (o sea de dos dimensiones)
se llama “Geometria pland”. Si estudia cuerpos geométricos (de tres dimen-
siones) se llama “Geometria del espacio”.

Hay otras Geometrias
que constituyen especiali-
dades dentro del campo
de la Matemaitica: Geo-
metria analitica, Geome-
tria descriptiva, Geometria
proyectiva, etc.

25, TEOREMA 1,
“En dos poligonales comn
vexas, de extremos comue
nes, la envolvente es mayor
que la envuelta”, Fig. 18

HIPOTESIS! ABCD, poligonal envolvente (Fig. 18).
AFED, poligonal envuelta.
A y D extremos comunes.

TESIS:

AB + BC + €D > AF + FE + ED.
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Construccidn _auxiliar. Prolonguemos AF hasta cortar a BC en G y a
FE hasta cortar a CD en H.

DEMOSTHRACION:

En ABGF: A
Z_B'-}- BG > EF"—}- FG (1)

En FGCHE: Postulado de la menor distancia
FE’-—}» GE—}- CH > FE-E-EFI (2) [ entre dos puntos.

En EHD:
EH 4+ HD > ED (3)

Sumando ordenadamente (1), (2) ¥ (3), tenemos:
AB+BG+FG+GC+CH+EH + HD >AF + FG + FE +-EH + ED  (4)
Pero:

BG +GC=BC (5) Suma de segmentos
CH+ HD =CD (6) 5

Sustituyendo (5) y (6), en (4), tenemos:

AB -+ BC +CD +FG + EH > AF + FG + FE+EH +ED (7).
Simplificando: AB + BC + CD > AF + FE + ED.

como se queria demostrar.

EJERCICIOS

(1) Senalar cudl es el axioma:
«) En todo tridngulo rectingulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
b) La suma de las partes es igual al todo.
¢) En todo tridngulo isésceles, los angulos en la base son iguales.
R: (b).
(2) Seralar cudl es el postulado:
@) El todo es mayor que cualquiera de las partes.
b) Todo punto en la bisectriz de un angulo, equidista de los lados
del angulo.
¢) Hay infinitos puntos. R: (¢)

.
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(3) Senalar cudl es el teorema:
@) Las diagonales de un rectangulo se cortan en su punto medio,
5) Dos cantidades iguales a una tercera, son iguales entre si.
¢) La parte es menor que el todo.

R: (a)-
(4) Dibujar los segmentos:
a:] E — 1-5 CcIn
b) CD =2 cm
c) BF = 3 cm y sumarlos graficamente.
(5) Dibujar los segmentos:
MN = 8 ecm
PQ = 3 cm y restarlos graficamente.

(6) Multiplicar el segmento AB = 2 cm, por 3, graficamente.
(7) Dividir el segmento AB — 9 cm en 3 partes iguales, graficamente.

(8) Si B es el pun-
to medio de AD, C es el
punto medio de BD y
AD = 20 cm; hallar:

AB, BC ¥ CD. ﬂ; E‘I} (:I: D

Ejers 8

R: AB = 10 em;
DC = BC= 5 cm:
{9y Demostrar que: AB 4 BC + CD + DE > AG + GF + FE

Ejer 9
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(10) Si: MN =QR=2PQ; NP =MN + 1 y MB=50 cm;

Hallar: MN, NP, PQ y QR.

Ejer. 10

R.: MN = 14cm

NP = 15 cm
_P_-Q: 7 cm
ﬁf}ﬁl‘i-EIH

(11) Demostrar: AB -+ BC + CD + DA > EF 4 FG + GH + HE.

Eil‘r- il

c

B

Ejf!‘- 12

(12) Si AD = DC y AB = BC, demostrar que AB > AD.
(13) Demostrar que la suma de dos segmentos que se cortan es mayor
que la suma de los segmentos que unen sus extremos.

(14) Demostrar que si desde un
punto interior de un tridngulo, se tra-
zan segmentos a los vértices, la suma de
dichos segmentos es mayor que la semi-
suma de los lados.

(15) 8i E es la interseccibn de
CD con AB y CG = GD,
CF = FD,
CE =ED ;

demostrar que:
CG > CF > CE:

C




L0s

ung importan _
dhﬂﬁ%:lunhi circulo en 360 partes es patrimonio su-  usaron. Sirvié para la construccién de las ru

m_‘

CALDEOS hacia el Il milenio a. d. C. Dieron  ferencia en 6 parfes _iru'a_hs',- Probablemente éste
' i cia al cvadrado y al circulo. La  fue el fundamento del cémputo sexagesimal que

Tomaron por base lg division del afio en 360 para las carrozas. La rueda, aplicacién del circulo, it
. Asi les era facil dividir el circulo y la circun- ~es una creacion suya y data ya de casi 6.000 afios. {

Angulos

26. ANGULO. Angulo es la abertura formada por dos semirrectas
con un mismo origen llamado ‘vértice”. Las semirrectas se llaman “lados”.
El éngulo se designa por una letra maytiscula situada en el vértice. A veces
se usa una letra griega dentro del éngulo. También podemos usar tres letras
mayusculas de manera que quede en el medio la letra que esti situada en el
vértice del angulo.

En lafigura 19 g4 representan los angulos A, @ y MNP, o PNM.

Bisectriz de un éngulo es la semirrecta que tiene como origen el vértice
y divide al dngulo en dos angulos iguales.

22
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S
En laFig. 19, la semirrecta NQ es la bisectrizdel /N si /MNQ = £QNP,

Fig. 19

97. MEDIDA DE ANGULOS. Medir un 4ngulo es compararlo con otro
que se toma por unidad. Desde muy antiguo se ha tomado como unidad el
grado sexagesimal que se obtiene asi:

Se considera a la circunferencia dividida en 360 partes iguales y un éngu-
lo de un grado es el que tiene el vértice en el centro y sus lados pasan por
dos divisiones consecutivas. Cada division de la circunferencia se llama
también grado.

Cada grado se considera dividido en 60 partes iguales llamadas minutos
y cada minuto en 60 partes iguales llamadas segundos.

Los simbolos para estas unidades son:

grado °
minuto *
segundo ",

Fjemplo: Si un éngulo ABC mide 38 grados 15 minutos 12 segundos
se escribe: 38°15'12".

Sisterna centesimal. Modernamen-
te se considera también a veces a la
circunferencia dividida en 400 partes

A iguales, llamadas “grados centesimales”.
Cada grado tiene 100 “minutos centesi-
r males” y cada minuto tiene 100 “se-

gundos centesimales™.
Fiemplo:  Si un 4ngulo ABC mide
B 72 grados 50 minutos 18 segundos cen-
tesimales se escribe:
720 50™ 18,
Sisterna ciroular. En este sistema
se usa como unidad el dngulo llamado

Fig, 20 Ueadian™.
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Un radian es el angulo cuyos lados comprenden un arco cuya longitud
es igual al radio de la circunferencia.

Asi, si la longitud del arco AB (Fig. 20) es igual a r, entonces
£ AOB = 1 radian.

Como la longitud de una circunferencia es 2x radios, resulta que un
angulo de 360° equivale a 2n radianes, es decir: 6.28 radianes, dandole a =
el valor de 3.14.

Un radian equivale a 57°18’ (se obtiene dividiendo 360° entre 2mx).

En este libro, si no se advierte lo contrario, usaremos el sisterna
sexagesimal.

28. RELACION ENTRE GRADO SEXAGESIMAL Y FBI RADIAN —
Si representamos por S la medida de un angulo en grados sexagesimales ¥ por
R la medida del mismo angulo en radianes, podemos establecer la siguiente
proporcién;:

3—-;-@- = -.—-2?;; n = 3.14
LR S R
Sunpi-lfmandn: 1—8-[-)? = -;
Ejemplo 1. Expresar en radianes un éngulo de 90°:
.l
180 ~ &’
90 R
180 ~ =’
Y =
1 S
Yy como ;¢ = 3.14, también podemos escribir:
3.14
R= - = 1.57,
2. Expresar en grados sexagesimales un angulo de 6.28 radianes:
BT S0 g ma e
180 7w’ 180 — 3.14° Sk
R 180 X 6.28
ST :
- S =230800 C

29. "ANGULOS AD
YACENTES. Son los que
estan formados de manera A
que un lado es comin y
los otros dos lados perte-
necen a la misma recta. Fig. 21
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el —
Ejemplo: OA y OB, estan sobre

—_— — B
la misma recta AB (Fig. 21); OC
es comun.
LAQC y /BOC son angulos

adyacentes.

30. ANGULO BRECTO. Es el que
mide 90° (Fig. 22).

LAOB = 1 / recto = 90°. \
31. ANGULO LLANO. Es aguel A

(Fig. 23) en el cual un lado es la pro- 0
longacién del otro. Mide 180°.
L MON =1 / llano = 180°. Fig. 22

M : N
O

Fig. 23

32. ANGULOS COMPLEMENTARIOS. Son dos angulos que sumados
valen un angulo recto, es decir, 90°.
Ejemplo. Si (Fig. 24):
c £/ AOB = 60°
B £/ BOC = 30°
Sumando:
£ AOB 4 £ BOC = 90°
y los éngulos AOB y BOC son com-
30° plementarios.

33. COMPLEMENTO DE UN
ANGULO. Se llama complemento de
un angulo a lo que le falta a éste para

A valer un angulo recto.
0 El complemento del £AOB (figu-
ra 24) es 30° y el complemento del
Fig 24 £ BOC es 60°.

60°
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34 ANGULOS SUPLEMENTARIOS. Son les angulos que sumados
valen dos angulos rectos, o sea, 180°.
Ejemplo. Si (Fig, 25):
/MON = 120°; / NOP = 60°.
Sumando: N
LMON + £ NOP = 180°
y los éngulos MON y NOP son su-

plementarios.

35. SUPLEMENTO DE UN AN- 60° e
GULO. Es lo que le falta al angulo
para valer dos éngulos rectos. P . + M

El suplemento del /MON (figu-
ra 25) es 60° y el suplemento del
LNOP es 120°, Fig: 25

36. TEOREMA 2. “Dos angulos adyacentes son suplementarios”.

miroresis: L AOC y £ BOC son
angulos adyacentes (liig 26).
tesis: L AOC 4 /BOC = 180°.
DEMOSTRACION:
LAOC + £BOC= (BOA (1)
C (por suma de édngulos)
/ BOA — 180° (2)
(por angulo llano).
Luego: /£ AOC 4 /BOC = 180°,

por el axioma que dice: Dos cosas igua-

A B les @ una tercera son iguales entre si
(earacter transitivo de la igualdad).

37. ANGULOS OPUESTOS POR

Fig. 26 EL VERTICE. Son dos 4ngulos tales
que los lados de uno de
ellos, son las prolongacio- A &

nes de los lados del otro.
En la figura 27 son

opuestos por el vértice:
LAOC y /BOD;
LAOD y /BOC.

38 TEOREMA 3. D

“Los angulos opuestos por
e . Ll
el vértice son iguales . Fig 27



ANGULOS 27
HIPOTESIS:
/ AOD y 7 BOC son
opuestos por el vértice (fi- A C
gura '28).
TESIS:

L AOD = / BOC. O

DEMOSTRACION

LAOD + /£ AOC = 2R

(por ser adyacentes); Fig. 28
trasponiendo £ AOC :

LAOD =2R— L AOC (1)

£ BOC 4 /AOC = 2R Adyacentes;
trasponiendo /AOC :

LBOC =2R— L AOC (2)
Comparando las igualdades (1) y (2):

LAOD = ( BOC. Carécter transitivo de la igualdad
Andlogamente se demuestra que /AOC = /BOD.

39, ANGULOS CONSECUTIVOS,
Dos éngulos se llaman consecutivos si £
tienen un lado comiin que separe a los
otros dos.

Varios 4ngulos sen consecutivos si F D

el primero es consecutivo del segundo,
éste del tercero y asi sucesivamente. A

Ejemplos: Los dngulos COD y
DOE (Viz. 29) son consecutivos,

Los é&ngulos AOB, BOC, COD,
DOE, EOF y FOA (figura 29) son B C
consecutivos,
Fig 29
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40. TEOREM A 4.
C “Los angulos consecutivos
formados a un lado de una
recta, suman 180°%,

HIPOTESIS:

\ LAOD, /DOC y [/COB
A B

son angulos consecutivos
0 formados a un lado de la

Fig. 30 recta AB (Fig. 30).
TESLS:
LAOD 4 £ DOC 4+ /COB = 180°,
DEMOSTRACION:
L AOD 4+ /DOB = 180° (1) Adyacentes,
Pero:
(DOB = /DOC+ /COB (2) Suma de angulos,

Sustituyendo (2) en (1) tenemos:

£LAOD 4 /DOC + /£COB = 180°,

41. TEOREMA 5. “La suma de
c los angulos consecutivos alrededor de un
punio, vale cuatro angulos rectos”,

B HIPOTESIS:
/£ AOB, /BOC, /COD, /DOE y
D £/ EOA (Fig. 31) son édngulos consecuti-
e vos alrededor del punto O.

5 TESIS:
ZAOB + /BOC 4+ /COD 4

+ ¢ DOE 4 /EOA = 4R.
Construccion auziliar: Prolongue-

Fig. 31 mos un lado cualquiera, por ejemplo
BO, de manera que el /DOE quede dividido en /DOM y /MOE tales
que /DOM 4 sMOE = / DOE.
DEMOSTRACION:

LBOC + sCOD 4+ £DOM = 2R (1) Consecutivos a un lado de

una recta




ANGULOS 29
LAOB 4+ +EOA 4 /MOE = 2R (2) La misma razén anterior,
Sumando miembro a miembro las igualdades (1) y (2):
LAOB + /BOC + /COD + /EOA + /DOM 4 /MOE = 4R (3).
Pero:
LDOM + /MOE = (DOE (4) Suma de angulos
Sustituyendo (4) en (3):

L AOB+ £BOC + (COD+ /EOA + /DOE = 4R
como se queria demostrar.

EJERCICIOS

(1) Expresar los siguientes angulos en el sistema sexagesimal:

@) 3.14 rad. R.: 180°;
b} 942 rad. 540°,

(2) Expresar los siguientes angulos en el sistema circular:
a) 45° R.: 0,785 rad.
b) 135° 2.35 rad,

(3) LAOC y /COB estan en la relacién 2:3. Hallarlos.
R.: 1 AOC =72°; /COB=108°,

(4) Si: C
LADOD=21%x,
Z2D0C =%z,
LCOB =3 zx;
;Cusnto mide cada dngulo?
R.: 7/ AOD = 36°;
(poc=90°; A 0 B
/. COB = 54°, Ejer, 3
(5) Hallar los complementos de los siguientes angulos:
a) 18°. R 72%
b) 36°52". 53°8",

c) 48°39'15", 41°20°45",
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(6) Hallar los suplementos de los siguientes angulos:

a) 78°. R.: 102°;
b) 92°15". 87945,
¢) 123°9'16". 56° 507 44",

Ejer. %

(7) Si el LAOB es recto vy /AOC y (BOC estin en la rela-
cién 4:5, scuénto vale cada angulo?

R: 7/ AOC = 40°; / BOC — 50°.

B D
C
2
B
A A
O 0
Ejers 7 Ejer. 8
(8) Siel /AOD es recto y

LAOB =2z,

/BOC = 3z, R: /AOB = 20°%

LCOD =4z, / BOC = 30%;

Jocuanto vale cada édngulo? £ COD = 40°.

- e
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(9) 8i /BOC = 2/ AOB,
hallar:
/AOB, /COD. /BOC, /AOD.

R.: /AOB = ;COD = 60°;
£ BOC = / AOD = 120°,

(10) 8i /MON y /NOP estan
en la relacién 4:5, ;cudnto mide ca-
da uno?

R: /MON = /POQ = 80°;
/ NOP = / MOQ = 100°,

(11) Hallar el angulo que es
igual a su complemento. R.: 45°,

(12) Hallar el angulo que es el
doble de su complemento. R.: 60°

(13) Hallar el éangulo que es
igual a la mitad de su complemento.
R.: 30°

(14) Un éangulo y su complemen-

to estan en relacién 5:4. Hallar dicho
angulo y su complemento. A.: 50° y 40°.

(15) Hallar el angulo que es igual
a su suplemento. R.: 90°.

A
X
o
2 X
C B
Ejer,. 9

Q

Ejer, 10

(16) Hallar el dngulo que es igual a la mitad de su suplemento. A.: 60°,
(17) Hallar el a4ngulo que es igual al doble de su suplemento. A.: 120°,
(18) Un éngulo y su suplemento estdn en relacién 5:1. Hallarlos.

R.: 150° y 30°

(19) Dos 4ngulos estan en relacién 3:4 v su suma vale 70°. Hallarlos.

R.: 30° y 40°

(20) Dos édngulos estan en relacién 4:9 y su suma vale 130°, Hallarlos.

R.: 40° y 90°



Perpendicularidad y paralelismo
Rectas cortadas por una secante
Angulos que se forman

42, DEFINICIONES, = Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando

al cortarse forman cuatro ingulos iguales. Cada uno es un angulo recto.
El simbolo de perpendicular es
Si dos rectas se cortan y no son perpendiculares se dice que son oblicuas.

<=3 =)
Ejemplo, En la figura 32: CD | AB.

L= (2= (3= L4=90°
82

T[:3.4]é ~

-

R e e
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43. CARACTER RECIPROCO DE c
LA PERPENDICULARIDAD. “Siuna
recta es perpendicular a« otra. ésta es
perpendicular- a la primera”.

2
£=p {=> -
Es decir, si CD 1| AB (Fig. 32) \
A . B
¢=> —> kf/
. 4

entonces AB | CD.
44. POSTULADO. “Por un pun-

to fuera de-wuna recta, en un plano,
pusa una perovendicular @ dicha recta
vy solo unea’,

“En la Fig. 33, tenemos una rec- Fig. 32
>
ta AB y un punto P, fuera de ella.
- Entre todas las rectas que pasan
=3

por P y cortan a la recta AB, admiti-
=3
mos que solamente una, CD, es perpen-

K= E
dicular a AB. Gy, C
- Keap
Tracemos también las rectas EF y

{=> 2
GH de tal manera que intersecten a AB
en M y N.

El punto O de interseccién se lla- A

' B
ma pie de la perpendicular. : M\F N\
Los puntos M, N, etc. de intersec- b "
cion de las oblicuas se llaman pies de
las oblicuas. Fig. 33

45. TEOREMA 6. Si por un punto exterior a una recta trazamos una
perpendicular y varias oblicuas, se verifica (Fig, 34):

17): El segments de perpendicular comprendido entre el punto y la recta,
es menor que eualquier segmento de oblicua.

2%) Les segnientos de oblicuas cuyos pies equidistan del pie de la perpen-
dicular, son iguales.

. 3%) De dos segmentos de oblicuas cuyos pies no equidistan del pie de ia

perpendicular, es mayor aquel que dista mas.

Para la demostracién de este teorema utilizaremos el siguiente postulado
del movimiento:
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Una figura geométrica puede moverse sin cambiar de tamario ni forma.

HIPOTESIS:
PET SRR S o <>
PC | AB y PF, PD, PE oblicuas a AB.
4 (Fig. 34): . TF. =D
CE >CD.
TESIS:
1*) PC < PD;
A 2%) PF = PD;,
F\ SRl /O, E 3) PE > PD.
\
\\ ] ;'f // Construccion auxiliar. Doblemos
e R la figura por AB (postulado del movi
N il ; | .
o ’,"'/ miento). El punto P ocupara la posi-
\V/ cion P’ de manera que CP' =CP y
P! P'F — PF;
PD =PD;
Fig. 34 PE — PE.
DEMOSTRACION, (1* parie):

PC + CP' < PD + DP* (1)

La distancia mas corta entre dos puntos
es la recta

Pero: PC = CP’ (2)
PD = DP' (3) Construccion.
' PC+PC < PD+ PD Sustituyendo (2) 'y (3) en (1).
e 9PC < 2PD Sumando.
PC < 2?215 Trasponiendo,
& PC < PD Simplificando.
(2¢ Parte): =

Doblemos la figura por PP’ de manera que llevemos el semiplano de la

izquierda sobre el semiplano de la derecha. El punto F coincidira con el punto
D porque FC = CD. Entonces tendremos que PF = PD por coincidir sus
extremos, ya que el punto P es comtin y por dos puntos pasa una recta y sola
mente una (postulado).

(3° Parte):

PE+PE>PD+PD (6)

Pero: PE = PE (7) }
PD =PD (8)

Envolvente y envuelta

Construccion
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.. PE+PE>PD+4PD Sustituyendo (7) y (8) en (6)

9PE > 2PD Sumando.
. 2PD Trasponiendo.
ols PE > =
PE > PD Simplificando.

46. RECIPROCO. Si por un punto exterior a una recta, se trazan varias
rectas que corten a la primera, se verifica:

1¢) El menor de todos los segmentos comprendidos entre el punto y la recta,
es perpendicular a ésta.

2*) Si dos segmentos oblicuos son iguales, sus pies equidistan del pie de
la perpendicular.

3*) Si dos segmentos oblicuos son desiguales, el pie del segmento mayor dista
mas del pie de la perpendicular que ¢l pic del segmento menor.

47. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Es la longitud
del segmento perpendicular trazado desde el punto a la recta. Este segmento
tiene las propiedades de ser iinico y el menor posible. :

48. PARALELISMO. Se dice que dos rectas de un plano son paralelas
cuando al prolongarlas no tienen ningiin punto comiin.

El paralelismo tiene la propiedad reciproca, es decir: si una recta es
paralela a otra, esta otra
es paralela a la primera.
recta es paralela a si mis- " 8
ma. Esta propiedad se lla-
ma “‘propiedad idéntica”.

C D
El paralelismo se ex-
presa con el signo ||. Asi:
AB ||'CD (Fig. 35). Fig. 35

49. TEOREMA 7. “Dos rectas de un plano, perpendiculares a una ter.
cera, son paralelas entre si”.

1= =3 £—> >

HIPOTESIS: CD | AB; EF | AB.
=% -3
TESIS CD || EF.

> <3
pEMOSTRACION:  Supongamos que CD no es paralela a EF. En este caso
se cortaria en algiin punto, por ejemplo en P.
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Pero entonces tendriamos que por
P pasarian dos perpendiculares a la

misma recta AB, lo cual es imposible

<~y <=
(Postulado, Art. 44). Luego CD y EF
no pueden tener ningin punto comun

y, por tanto, son paralelas. Es decir,
ot —>

CD || EF.
50. COROLARIO.

to exterior a una recta, pasa una paralela
a dicha recta”.

“Por un pun-

>
Sea AB la recta dada y E el punto

E

|
|
|F
|
|

Fig, 37

52. COROLARIO I.

A Y DEL ESPACIO

C E
8\ /
\ )lzf
/ \\
/
\
f’ \
Jf \“.
A, B
D F
Fig- 36
' <=3 ¢—>
exterior. Por E trazamos EF | AB Y
> {=>

en el punto E trazamgs CD 1 EF; re-
sulta entonces CD || AB, en virtud del

teorema anterior. (Fig. 37).

51. POSTULADO DE EUCLI-
DES. “Por un punts exterior a una
recta. pasa una sola paralela a dicha
recta’”.

En el capitulo I, ya se hicieron
las observaciones correspondientes a es-
te postulado, muy discutido y cuya ne-
gacién dio origen a las geometrias no
euclidianas.

“Dos rectas

paralelas a una tercera, son paralelas

entre st
HIPOTESIES: > =it ) :
CD || AB; (Fig. 38); B F
> > p(,,’
EF || AB. '
™ D
TESIS: <=> <>
EF || CD.
> G
A B

DEMOSTRACION.

Si EF y CD no

fueran paralelas, se cortarian en un

punto P.

Fig. 38
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{—>
Entonces por el punto P pasarian dos paralelas a 45, lo cual es contrario

al postulado de Euclides.
=> {—=>
Por tanto: EF || CD.

53. COROLARIO II. “Si una recta coria a otra, corta también a las pa-
ralelas a ésta”.

HIPOTESIS:
== (_—} E
AB || CD (Fig, 39)
> >
EF corta a AB en P. P
; A B
TESIS!
> ¢—>
EF corta a CD.
DEMOSTRACION:  Su- F
= C D
pongamos que EF no cor-
-y
ta a CD. Entonces seria Fig. 39
paralela a ella. Pero esto es imposible porque tendriamos por el mismo punto P,

£—% {=>

€= =3 £—3
dos paralelas a CD; la recta AB y la recta EF. Por tanto EF corta a CD.

54. COROLARIO III. “Si una reéta es perpendicular 'a otra. es también
perpendicular a toda paralele a esta otra”.

HIPOTESIS: G
=" =
AB || CD (Fig. 40). A "
(—3» —>
GH 1 AB. e
’____1—-""
TESIS! =
L) = ) D
GH 1 CD. ¥ P |
N s d g
pEMOSTRACION: 31 GH g
>
corta a AB, también corta d
=) .
a CD. Supongamos que Far 40
> >
el punto de interseccién es P y que GH no es perpendicular a CD. Entonces,
> <=> = (=3
por P podriamos trazar EF | GH y tendriamos: EF || AB, o sea, que por
=2 Lt 4 {—>
el mismo punto P pasarian dos paralelas a AB, las CD y EF. Esto es imposible,

L==D bl Co

por tanto: GH | CD.
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65. CARACTERES DEL PARALELISMO:

r L] T # o
1°) Idéntico: “Toda recta es paralela a si misma™.
2?) Reciproco: *Si una recta es paralela a otra, esta es paralelaia la

primera®”,

3%) . Transitivo; *“Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas

entre ¢,

56. METODO DE DEMOSTRACION POR REDUCCION AL ABSURDO,
En los teoremas anteriores, sobre paralelismo, se ha empleado el método

llamado por “reduccién al absurdo”,

Cmmh%eensupomrlocontrarioa]oquesequimdemostmry,nm—

diante un razonamiento, llegar a obte-
ner una conclusién que se contradice
con otros teoremas ya demostrados o
con postulados admitidos.

Con esto sabemos que es verdade-
ra la tesis que queremos demostrar.

57, PROBLEMAS GRAFICOS:

1) Trazar una perpendicular en
el punto medio de un segmento.

Sea el segmento AB (Fig. 41). Con
una abertura de compés mayor de la
mitad del segmento y haciendo centro
en A y en B, sucesivamente, se trazan
los.arcos 0, m, n y p, que se cortan en
C y D, respectivamente. Uniendo C

L s

Fig 41

con D, tenemos la perpendicular en el punto medio H, del segmento AB.

2) Trazar una perpendicular en un punto cualquiera de una recta.

n P m

B

Sea P un punto cual-
quiera de la recta AB (fi-
gura 42), Haciendo centro
en P y con una abertura
cualquiera del compds, se
trazan los arcos m y n;
haciendo centro en los pun-
tos en que estos arcos cor-
tan a la recta se trazan
los arcos ¢ y r, que se cor-
tan en el punto S. Unien-

do § con P, se tiene PS que es la perpendicular buscada.
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3) Trazar wuna perpendicular en un exiremo de un segmento sin

prolongarlo (Fig 43)

Sea AB el segmento. Para trazar la
perpendicular en un extremo B, se hace
centro en B y con una abertura cual-
quiera de compas, se traza el arco p g r
que corta a AB en C. Haciendo centro
en C y con la misma abertura, se se-
nala el punto D; haciendo centro en D
se sefiala el punto E. Haciendo centro
en D y en E, sucesivamente se trazan
los arcos s y t, que se cortan en U.
Uniendo U con B, tendremos la per-

pendicular buscada.

, Fig. 43

4) Por un punto P exterior a una recta AB trazar a ésta una parale-

_——

Fig: 44-A

{=>

la (Fig. 44 A).

Por un punto cual-
quiera C de la recta y
con radio CP se traza el
arco "PD. Haciendo cen-
tro en P y con el mis-
mo radio se traza el arco
NCE.

Con centro en C y
tomando una abertura de
compés igual a PD se se-
fiala el punto M.

La recta PM es paralela a la recta AB y pasa por P.

5y Trazar la bisec-
triz. de un angulo.

Sea el angulo ABC
(Fig. 44 B).

Haciendo centro en el
vértice B se traza el ar-
co "MN.

Con centro en M tra-
zamos el arco r y con cen-
tro en N el arco s. Enton-
ces r y s se cortan en P,

Fig. 44.B

—_—
La semirrecta BP es la bisectriz del angulo ABC.
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58. RECTAS CORTADAS POR UNA SECANTE. Al cortar dos rec-

Lo >

tas, AB y CD (Fig. 45)

>
por una tercera recta S§' A 3

llamada secante, se for-

man 8 angulos. 4 en ca- 4/3

da punto de interseccion.
59. ANGULOS IN

TERNOS. Son los éngu- 5/6

los 24, £3, L6, /5. e 7., ol
60. ANGULOS EX-

TERNOS. Son los angu- &

Yos' /1, 722,28 ¥ Fig. 45

61. ANGULOS ALTERNOS. Son los pares de adngulos /3 y (/5;
L4y L6; L1y L1;:£2y L8

Los 4ngulos alternos pueden ser:

1) alternos internos: /3 y /5; L4y L6;

2) ‘alternos externos: /1y /7; /2y /L8

62. ANGULOS CORRESPONDIENTES. Son los pares de angulos
L1y /5, L2y £6; L3y LT; L4y /8.

63.  ANGULOS CONJUGADOS. Son dos angulos internos, o dos ex-
ternos, situados en un mismo semiplano respecto a la secante.

Los angulos conjugados pueden ser:

1) conjugados internos: /3y £6; /4y /5;

2) conjugados externos: /2y /7; Z1y /8

64. PARALELAS CORTADAS POR UNA SECANTE. Posturapo;

S “Toda secante forma con

il dos paralelas dnegulos co-
rrespondientes iguales™.

A B > 4=>
Si AB || CD, se ve-
rifica (Fig. 46);
Ll g g Xy
C D

Py = L d="18

65. LEMA. Admiti-
do el postulado anterior se
demuestra que “Si wna se
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cante forma con dos rectas de un plano, dngulos correspondientes 1guales,
dichas rectas son paralelas”.

HIPOTESIS:
PR 21 = 2 (Fig. 47),
A | = {=>
B @/ tEsis: AB || CD,
A i S AN B DEMOSTRACION por el
e metodo de reduccion al
2 absurdo: Supongamos que
% L = :1.8) no es paralela a C{!ﬁ
/ Entonces podremos trazar
s A’B’) || éﬁ (postulado de
Fig. 47 Fuclides).
Tendriamos: /& = /2. en virtud del postulado.
Comparando esta igualdad con la hipétesis, tenemos:
La= /L2 D 5r m A N /a = /1 (cardcter iransitivo),
Esta conclusién es absurda a menos que la recta AB coincida con la

=2 €= =)

recta AB. Luego AB || CD, como se queria demostrar.

66. TEOREMA 8 “Toda secante forma con dos paralelas angulos al-
ternos internos iguales™,

=3 | £—¥
urpoTEsts: AB || CD; 8§’ es una secante (Fig 48);
i; i ig } son angulos alternos intermos,
TESIS: S
24 4D /
L3= /5. e 4' : 5
DEMOSTRACION;
L= L2
(opuestos por el vértice); :
L2= L6 5/ 6
(correspondierites); & .
S L= L6 /
(cardcter transitivo).
Anéalogamente se de- .
muestra que /3= /5. Fig 48

67. RECIPROCO. “Si una secante forma con dos rectas de un plano
ingulos alternos internos iguales, dichas rectas son paralelas”.
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68 TEOREMA 9, “Toda secante ferma con dos paralelas dngulos al-
ternos externos iguales”,

=) =¥ =3
HIPOTESIS: AR || CD; S§S’ es una secante (Fig, 49);

Pk SN0 i e
/2y /8 } angulos alternos externos.
S TESIS;
/‘A i
DEMOSTRACION;
Zi= 28 (1)
(opuestos por el vértice);
: 5/6 ; £ 27 (@)
: 7 + (correspondientes) ;
_  Comparando (1) y
g' (2): Z1=27
Fig, 49 (caracter transitivo),

Andlogamente se demuestra que /2 = /8.

69, RECIPROCO, 'Si una secante forma con dos rectas. de un plano,
angulos alternos externos iguales, dichas rectas son paralelas”,

70, TEOREMA 10, “Dos angulos conjugados internos, emtre paralelas,
son suplementarios”,

e p {=> £=>

HIPOTESIS:  AB||CD; 88’ es una secante (Fig, 50);

L3y £6 } conjugados internos
L4y L5
TESIS.
L34 L6= 2R;
DEMOSTRACION -
LS4 £6=2R (1)
(por adyacentes);
L8 £ (2) c :

(por alternos internos),

Sustituyendo (2) en
(1): g'

/34 2/6=2R. Fig, 50

Por el axioma qu:ga;éé: Un nimero se puede sustituir por otro igual en
cualquier operacion entre numeros,
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Andlogamente se demuestra que /4 4 /5 = 2R.
71. RECIPROCO. *“Si una secante forma con dos rectas de un plano

angulos conjugados internos suplementarios, dichas rectas son paralelas”

72. TEOREMA 11. “Los angulos conjugados externos, entre paralelas,

son suplementarios”,

I e T _
HIPOTESIS: AB||CD; 8§’ es una secante (Fig, 51);

f; i f? }son angulos conjugados externos.
TESIS: 5
L1+ /8=2R; m
L2427 = 2R. 2 4 | 32 ~
DEMOSTRACION:
LT+ £8=2R (1)
(por adyacentes);
LT = /1 (2) . o D
(por alternos externos). 8/7
Sustituyendo (2) en W
(1): "
Fig. 51

14 £8=2R.
Anélogamente se demuestra que /24 /7 =2R.

73. RECIPROCO. “Si una secante forma con dos rectas de un plano angu-
los conjugados externos suplementarios, dichas rectas son paralelas”.

EJERCICIOS
(1) ¢Tiene la perpendicularidad la propiedad reciproca? ;Y la pro-
piedad idéntica? s g R.: Si; no.
1203 \
A 1f2 8 » N2 N
4/ 3 4\3
c s i D P BAR Q
7 g 8\7
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=) ged ey
(-8 ARl CD. 88 e uni secante y /1= 120° hallar los
otros angulos,

Re £82=/4=/)6= 48 = 60°;
L3= /5 — I = 1207

o i— €~ <=3

(3) Si MN || PQ. 8§ es una secante y ,{?:i%_a.,-
L1l= /3= ,:iﬁ:d?:—"fjif,lo,;_
LA% r4ls 56:58:12(}".

hallar los
otros angulos, ',

<—» (=3 (=3
(4) 8i PQ || MN. Ss’

€S una secante y /1=5z /6= 13 z; hallar
todos los éngulos.

R: /1= /3= P == £ le=50°;

8 L2= /4= /6= L85=130°,
\ At
N2
P
a\ 3 Q
5\ 8
Lo, N E
BX
SI
Ejer, 4
D <> <=>
(5) 8i AB || CD, demostrar que:
14 /2 4+ /3 —9R
C E

<>
(6) La recta CE es bisectriz del
LBCDy /A= B

Demostrar que:

EC || AB.
a 4

Ejer, 6
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=3 €=D
(7) Si AD || BC,

=) <*).
CD || AB,
LBAD =2 x
y LABC=6z;
hallar: /ABC; /BCD;
LCDA; [/ DAB.
& E
B R..‘
£ ABC = /CDA = 135°;
/ BCD = / DAB = 45°,

Ejer. 7

E G

LN SNt

" M N
g D
Q D / /L/l 00°
H K

C /
F
=3 ¢=>

<> iy , ;
(8) Si AB || CD; EF || GH y LEMN =60°; Hallar / HPD.
R.: fHPD = 120°,

&
P

o

Ejer. 8 Ejer, 9

=3 {—>

(9) Si EH || DA;"

E
<> >
LK || MJ A G -
30
y £LABJ=100°, .
hallar: /FGB y /CFG. :
H
R.: /FGB = 80°; = /ﬁ/ 3
F

LCFG = 100°,
=) =)
(10) Si AB || CD,
o Ejer. 10

EF es una secante,



»
=~
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{=>

GH es bisectriz del £ AGI
¥ - LAGH = 30°;
hallar /CIF.

R.: /CIF = 120°,

SNT—— 3
it .
S e e

s

{3

(11) Si AB || MN

-

Y /CON=130°;
hallar £ ABC.

. R.: /ABC = 50°,
d | Ejer. 11




LOS FENICIOS. Hacia el aiio 1.500 a. d. C. los fe- Tierra era esférica, por la observacién de los
nicios recorrian el Mediterraneo vendiendo toda barcos que aparecian en el horizonte: mastiles y
clase de mercancias. La navegacién les dio valiosas  velas en primer lugar. Descubrieron lo estrello

experiencias sobre el Cielo y la Tierra, que nin- polar y observaron lao posicién de las sombras
gun otro pueblo habia tenido antes. Sabian que la  proyectadas por un cuerpo iluminado por el Sol
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74. TEOREMA 12. “Dos angulos que tiecnen sus lados respectivamente

paralelos y dirigidos en el mismo sentido son iguales”,

— >
POTESIS: BA || B’A%;
— >
BC || B'CY;
LABC y [ A'B'C' tienen sus lados dirigidos en el mismo
sentido.
FESIS: LABC = s A’B'C”.

47
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Construceién auxiliar: Prolongue-
mos el lado C'B’ hasta que corte al
el ]
lado BA formandose el / a.
LABC = fa;
(por correspondientes);
LA'BC = [a;
(por correspondientes); _
, " LABC= /ABC
A (cardeter transitivo),
75. TEOREMA 13, “Des angu-
A los que tienen sus lados respectivamente

paralelos y dirigidos en sentido contrario,
Fig. 52 - son iguales”,

HIPOTESIS:

—h AR
A BA || B’A;;,{Fig. 53)

=2 T

BC || BC.

LABC y [(A'BC" tie-
nen sus lados dirigidos

en sentido contrario.

]
Cc TESIS:

A LABC = s A'B'C’.

Fig. 53

—_ —
Construecion auxiliar:  Prolonguemos los lados A’B’ y C'B’ para formar el /a.

DEMOSTRACION,
LABC = /a; Por tener lados paralelos y dirigidos en el
mismo sentido,
LA'BC = fea; Opuestos por el vértice.

o LABC = ¢ A'B'C’; Caracter. transitivo,

76. TEOREMA 14. “Si dos é4ngulos tienen sus lados respectivamente
paralelos, dos de ellos dirigidos' en el mismo sentido, y los otros dos en sentido
contrario, dichos angulos son suplementarios”
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——

fr—
HIPOTESIS: BA || BA’ y en sentido contrario (Fig. 54)

St b
BC || BC' y en el mismo sentido.
TESIS: LABC 4+ [ A'B'C' = 2R.

L=y :
Construccion auziliar: Prolonguemos A’B’ forméndose el angulo a.

DEMOSTRACION:
LA'BC' + La=2R (1) C
(por adyacentes);

La= /ABC (2)
(por tener ladtﬁ/paralﬂloa
y del mismo sentido).
Sustituyendo (2) en

(1) tenemos: Por el axio
ma: Un mimero se puede
sustituir por otro igual en
cualquicr operacion entre

RUmeros.

LA'BC + £ ABC = 2R. Fig. 4

77. TEOREMA 15. “Dos angulos agudos cuyos lados son respectiva-
mente perpendiculares son

iguales”,
HIPOTESIS!
—_ =
- BA | B’A’ (Fig.55).
Spsl | —
: BC 1 B'C;
A £/ ABC < 1R;
L A'BC’ < 1R.
' TESIS®,
B iz ABC = £ 4B,
A Construeccion auxiliar:
Tracemos por B las se-

s >
i T mirrectas BA” || BA" y
BC” || B'C" de manera que /A"BC” = /[ A'B'C’ por tener lados paralelos
y del mismo sentido. Ademas se forma el /a.

Fig. :55
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DEMOSTRACION:

> —> = —>
LC"BA” + /a = 1R, porsarBC L B'C" y BC” || B'C’, segin el Art. 54
=> £—>
es BC | BC”.
Trasponiendo:
LC"BA” =1R— /a (1)
I —> <—>

LABC + Aa_lﬂ,persErBA O BA’HB’A’es,W’melArt.ﬁd-,

f—2 =3

BA" | BA.
Trasponiendo:

LABC=1R— /a (2.

Comparando (1) y (2);

LC"BA” = / ABC (3)s Caracter transitivo,

Pero: '

LC"BA” = s A’B'C’ (4); Lados paralelos en el mismg sentido,

Sustituyendo (4) en (3), tenemos:
LA'BC' = / ABC.

78. TEOREMA 16, “Paos ingu-
los, uno agudo v otro obtuso, que tienen
sus lados respectivamente perpendiculares

>, son suplementarios”,

HIPOTESIS?
= g
B'A" | BA; (Fig. 56)
—> (=

B'C' | BC;
LABC < 1R;
LA'B'C' > 1R
TESIS:
LABC + £ A'B'C’ — 2R.
Construecion auxiliar: Prolongue.-

el ¢

Fig. 56 mos A’B’ hasta que se forme el / a.

1 TRACIO N1
‘{ABC—* la (1); Por tener lados perpendiculares y ser los
dos dngulos agudos.
LA'B'C' 4 a = 180° (2). Por adyacentes.
Sustituyendo (1) en (2) resulta: /A'BC + £ ABC = 180°;

79. TEOREMA 17. *“Dos angulos ‘obtusos que tienen sus lados respec-
tivamente perpendiculares son iguales”( Fig, 57)
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HIPOTESIS:
—>  g=)
B'A" | BA;
—) =)

! B'C’ | BC;

LABC > 1R;
LA'B'C' > 1R.

TESIS

LABC = s A'B'C".

Construccicn atcxiliar .
A 4= =
Prolonguemos AB y A’F’,
formandose los anguloes:
Fig. 57 Lay /', que son igua-
hspnrswagadoaytenu-susladmmpectwammtepe:pmd:culam
DEMOSTRACION ;
LABC 4+ fa=2R; Adyacentes,
Trasponiendo:
LABC=2R— /a (1).
También:
LABC =2R— /o (2).
Pero: /o' = /[a (3} Por agudos y lados perpendiculares,
Sustituyendo (3) en (2):
LABC =2R— /a (4).
Comparando (1) y (4), tenemos:
LABC = L A'B'C; Caracter transitivo,
EJERCICIOS
FJ-
. Q
- :
V g
=0
B " N "

Ejer 1 Ejer 2
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(1)

t=) e—b =3 —>
AB || A'B; aé'l B'C,
LEB'D = 60°. Hallar el 1A
R.: / ABC = 60°,
(2)
{—> e =2

PN || RS; MN || RO,
/MNP = 60°. Hallar /QRS.
£ QRS = 120°,

. (3)
ST EF | AB, DE ) BC,
B /. DEF = 120°. Hallar 7 ABC.
Ejer, 3 R: 7ABC — 60°,

oD =3 — =D !

(4)- - TT 1 RQ; UV L RS; sWUX = 30°, Hallar £ QRS.
R: /ORS=30°,
(5)

) 2 Ll Wy

AB || PQ: BC || MN,
ZABC = 70°,
Hallar: /MOP, /NOP,
LNOQ y /MOQ.
f: /MOP = F(.]Q; Q
LNOP = 110°; / NOQ = R
=70°; /£MOQ = 110°, Ejer, 4

Ejer 6
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. (6)

{—> Do i, et P L
A'B’ || AB, BC'|| BC,
{—> =3 L=y —>

MN 1| AB, NP 1| BC,

D / MNP — 48°.
Hallar / A’B'C’.
> R: s A'BC — 48°,
(7) _-
=D { ] " =Y.
AB |- ED; BF | CD;
/ CDE = 150°..
Hallar 7 ABC.

R: ZABC = 30°,
(8) —5 . (=F - =
AB || ED; BC || EF;

S O AR
HI 1 E.D, HK 1 EF
LI =150% %

Hallar / ABC.
R;: LABC = 30°.

)Ly
AC]IDE EF || CD;
L EBC =2 / BED.

ITallar:
2B 2, 2B, LE.
R.:
£ B=120°; 7D = 120°;
L= . 2 E="5807,

Ejer. 9
| , (10) Gy Ky T
GE ll AC || IK
G . E =5 =3

AC 1| CE || IL;
= /U /<5r_-_-,= / £/ FOD = 60°,
I K
9 O Hallar:
LA, LC, LE LG.

4 ¥ = R.

J LA=060° [C=120°%
Ejer, 10 LE=60° /G=120°.

GEOMETRIA (BALDOR) — 3.



Tridngulos y generalidades

80. TRIANGULO. Es la porcién de plano limitado por tres rectas que
se cortan dos a dos (lig 58),

Los puntos de interseccién son los vértices del triangulo: A, By C.

Los segmentos determinados, son los lados del triangulo: a, b y c.

Los lados forman los &ngulos interiores que se nombran por las letras
de los vértices. El lado opuesto a un éngulo, se nombra con la misma letra
pero mintscula.

Un tridngulo tiene elementos: 3 dngulos, 3 lados y 3 vértices.

Se llama perimetro de un tridngulo a la suma de sus tres lados.

En el tridzngulo ABC: AB+BC+CA=a+b+c=2p
donde p representa al semiperimetro (mitad del perimetro).

54
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81. CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS, &) Atendiendo a
sus lados:

Triangulo isosceles— A
es el que tiene dos lados
iguales (Fig. 59).

C b
Mas adelante vere-
mos que los dngulos opues- a c
tos a dichos lados, también a
son iguales. Es decir: Fig, 58

Si AB = BC, también /A = /C.
El lado desigual se suele llamar fase del tridngulo.

Tridngulo equilitero. Es el que tiene sus tres lados iguales (Fig, 60).
Los tres dangulos también son iguales.

Fig. 59 Fig, 60
‘AB = BC AB ="BC =TCA.
T'ridngulo escaleno. Es el que tiene sus tres ladoes diferentes (g, 61),
AB < AC  BC; LA % (B /C. Sus éngulos son también desiguales.
b) Atendiendo a sus angulos:
Acutdngulo. Es el que tiene los tres angulos agudos (Fig 62),
LA <I1R; LB < 1R; LC<1IR:
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Fig, 61 Fig, 62

Obtusdngulo. Es el que tiene un éngulo obtuso (Fig. 63): /A4 > 1R
&

0

B
Fig. 63 A Fig, 64

Rectdngulo. Es el que tiene un angulo recto (Fig, 64); L4 = 1R,
Los lados del triangulo rectdngulo reciben nombres especiales:

Catetos son los lados que forman el dngulo recto: AB y AC.
Hipotenusa es el lado opuesto al angulo recto: BC.

82. RECTAS Y PUNTOS NOTABLES EN EL TRIANGULO:
@) Mediana: es el segmento trazado desde un vértice hasta el punto
medio del lado opuesto: AR, BP y CQ (Fig. 65),

AP — PC;
AQ = BQ;
A H:ER—

Hay tres medianas,
una correspondiente a ca-
da lado. Se designan con
la letra “m” y un subindi-
ce que indica el lado:

AR = my,;
?ﬁ: My,
Fig 65 CQ = m,.

(5%
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El punto de interseccién, G, de las tres medianas se llama baricentro,
b) Almra. Es la perpendicular trazada desde un vértice, al lado opues-
to o a su prolongacién: AM, BP y CN (Fig 66-A).

Hay tres alturas, una correspondiente a cada lado. Se designan con la
letra “A” y un subindice que indica el lado (Iig. 60-B).

AM = hg;
E=ha;
CN = h,.

Fig, 66-A Fig, 66-B

El punto O donde concurren las tres alturas se llama orroceniro,

¢) Bisectriz. Es la recta notable que corresponde a la bisectriz de un

dngulo interior. Consecuentemente hay tres bisectrices, una para cada angulo,

que se nombran generalmente con letras griegas: a (alfa), B (beta),
y (gamma) (Fig. 67)

£l=d %
L3= /4%
Vi =3 A

El punto I donde con-
curren las tres bisectrices,
se llama (ncentro.

% d) Mediatriz Es la
perpendicular en el pun-
to medio de cada lado.
Hay tres mediatrices que
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Vig: 68

se denominan con la letra
“M” y un subindice que
indica el lado (Fig. 68):

szg;
K-TI_=M§;
KT =M.

El punto K de inter-
seccion de las tres media-
trices, se llama circun-
cenlro.

83. TEOREMA 18. “La suma de los tres angulos interiores de un

triangulo vale dos Angulos rectos”,

HiréTesis: /A, /B
y £C son los angulos in-
teriores del AABC (figu-
ra 69),
TESIS:
LA+ /B 4 /C = 2R.
“ Construccion auxiliar.

Tracemos por el vértice C,

e SR
MN || AB forméndose los
Lx, Ly.

" DEMOSTRACION:

Lx+ LCH Ly=2R (1)

Pero: Féh e —2T &Y.
Ly=yrB

Fig. 69

Consecutivos a un lado de una recta.

Alternos internos entre paralelas.

Sustituyendo (2) y (3), en (1): Un ntimero se puede sustituir por otro

LA+ (B4 /C=2R

igual en cualquier operacién entre
nimeros,

Cororarto. La suma de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo

vale un angulo recto.

En efecto: si los tres dngulos suman 2 rectos y uno de ellos mide un
recto, la suma de los otros dos debera valer un angulo recto.

84. ANGULO EXTERIOR DE UN TRIANGULO. Es el formado por

un lado y la prolongacién de otro.

Ejemplo. £z, Ly, /z son los 4ngulos exteriores del AABC ( Fig. 70).
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85. TEOREMA 19. “La suma de los angulos exteriores de un tridngulo
vale cuatro amgulos rectos”.

Fig. 70 Fig: 71

wrpdrEsis:  LX, LY, £z son los dngulos exteriores del AABC (Fig. 71)

TESISS Lx+ Ly + Lz=4R.

DEMOSTRACION : LA+ /z=2R (1) Adyacentes;
/B4 /y=2R (2) Adyacentes;
LC+ Lz=2R (3) Adyacentes.

‘Sumando (1), (2)y (3): LA+ LB+ LCH+ Lx+ Ly + Lz =6R (4}

Pero: /A4 B4 LC=2R (5) Suma de angulos interiores
Sustituyendo (5) en (4):
- R4 Lx 4 Ly+ £Lz=6R Un nimero se puede sustituir por 6tro
igual en cualquier operacién entre
nimeros.

L+ Ly + Lz=06R—2R Trasponiendo.
Lx 4 Ly+ Zz=4R Simplificando.

86. TEOREMA 20. “Todo angule exterior de un triangulo es igual a la
suma de los dos angulos in-
teriores no adyacentes’.

HIPOTESIS:

En el AABC (figu-
ra 72): [z = éngulo ex-
terior.

LA y LC éngulos
interiores no adyacentes
W

TESI&S!

Llx= LA+ £C. Fig. 72



60 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO

DEMOSTRACION:
Zz+ LB=2R Adyacentes
Lx=2R— /B (1) Trasponiendo;
También; /A -+ /B4 LC=2R Suma de los angulos interiores;
S LAF LC=2R-LB (2) Trasponiendo; .
Comparando (1) y (2), tenemos:
Lx= LA+ LC Caracter transitivo.

87. IGUALDAD DE TRIANGULOS. Dos tridngulos son ‘iguales si su-
perpuestos coinciden.

Fig. 73-C

Asi, por ejemplo, al llevar el tridngulo AABC (Iig. 75-A) sobre el trian-
gulo AA’B'C’ (Fig. 73-B), observamos que al coincidir A con A’ vemos que
B (Fig, 73-C) coincide con B' y C con ', es decir. que el tridngulo AABC

coincide con el tridngulo A’B'C’, decimos que:
AABC = AA'BC

Entonces se cumplen las seis condiciones siguientes:

AB= AR LA= 1A
E:W /B = (B
CA=C'A LC = 1C

No obstante, para demostrar que dos tridngulos son iguales, no es nece-
sario demostrar estas seis igualdades puesto que veremos que si se cumplen
tres de ellas, siempre que por lo menos una se refiera a los lados, necesaria-
mente se cumplen las otras tres condiciones.

Es decir, en el capitulo siguiente demostraremos que dos tridngulos son

iguales si tienen iguales:
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1y Un lado y los dos dngulos adyacentes (¥Fig. 74):
Si AB=AF, (A= LA, /B= /B;
Entonces AABC = AA'B'C’.

€ c!
A B Al 8'

Fige ‘747 Fig. 74 B
2%y Dos lados y el angulo comprendido entre ellos; (Fig. 75):

A =AU AR = AR, /A= A
Entonces AABC = ANA'B'C’.

0 e
/\ //\
A B A ’ B

Fig. 75A Fig. 758
3¢) Los tres lados: (Fig. 76):

Si AB = A'B, BC = B'C’, CA = U4,
Entonces AABC = NA'B'C'.

Observacion. Los alumnos tienen tendencia a creer que dos tridngulos
también son iguales si tienen los tres angulos respectivamente iguales. Esto
no es cierto, hay triangulos como ANABC y AA'B'C’ (Fig. 77) que tienen sus
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PITAGORAS (585-500 a. d. C.) Mistico y aristécrala  para él era lo més simple que er.isﬂm es, decia:
mu:lﬁmcincmmnimwﬁgﬁnvmuﬁuﬁw «la unidad que fiene un: yomﬁé . Todos lo
do el simbolo de su secta el pentdgono estrellado, demés cuerpos mmi son «plumﬂdudw,
ve ostenta la lluﬂruuh El concepto de arranque  porque estén constituidos por un nimero infinito
sus ensefianzas geométricas es el punto, que de puntos. Sobre los triGngulos senté su teorema.

Casos de igualdad de triangulos

89 PRIMER CASO  Teorema 21. “Des triangules son iguales si tienen
un lado igual, y respectivamente iguales los dngulos adyacentes a ese lado™
areoresis. En la figura 78 tenemos que:
ADB — H, 8 =704 £8B= ¥
AABC = AA'B'C.
prntosTracion:  Llevemos (postulado del movimiento) el AABC sobre

AABC’ de manera que el vértice A coincida con el vértice 4’ y el lado
AB coincida con el lado A’F’. Entonces:

64
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Fig. 78-A

El vértice B coincidira con el vértice B’.
El lado BC coincidird con B'C'.

El lado AC coincidird con A'C.

*. El vértice C coincidird con C’.

G
A ' =]
Fig. 78-B
Porque AB — A'H por hipotesis,
Porque /B = /B’ por hipétesis.
Porgue /A = /A’ por hipétesis,

Postulado (dos rectas que se cortan
: Y
tienen un solo punto comun).

Todos los elementos del A\ ABC han coincidido con los elementos del AA’B'C’.

NABC =

AA'B'C.

90, SEGUNDO CASO. Tromema 22. “Dos tridngules-son iguales Si tie-
nendos lados y el dngulo comprendido entre ellos, respectivamenie iguales”,

A # 9

Fig. 79-A

{:I
Al ‘ B

Fig. 79-B

wipéresisy  (Fig, 79) AB = A'B; AC = AC; LA = LA.
TESIS! ANABC = NA'B'C.
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DEMOSTRACION:
Llevemos el AABC sobre el AA’B'C' de Postulado del movimiento,
manera que el / A coincida conel £ A"
El vértice B coincidira con el vértice B’. Porque AB — A'B’ por hipétesis
El vértice C, coincidird con el vértice C'. Porque AC = A’C" por hipétesis.
BC coincidira con B'C'. Postulado (dos puntos determinan
una recta).
Todos los elementos han coincidido. .. AABC = AA'BC.

Cororario. En todo tridngulo isésceles ABC, a lados iguales se oponen
angulos iguales, En efecto: basta considerar el tridngulo dado y el mismo inver-
tido ACB y ver que superpuestos coinciden los angulos de la base: el angulo B
con el C y el C con el B.

91. TERCER CASO. Trorema 23. “Des tringulos son jguales si tiencn
sus itres lados respectivamente igunales”.

Hrroresis.  (Fig. 80) AB =A'B ; BC=BC,; CA=0CA.
TESIS: NABC = ANA'B'C.

Fig 80

Construceién auxiliar. Llevemos el AA'B'C’ sobre el AABC, de manera
que A'B’ coincida con AB y el vértice C’ en el semiplano opuesto al que con-
tiene a C. Sea C” la posicién del vértice C’. Los lados A’B’ y B'C’ ocuparén las
posiciones AC” y BC” respectivamente. Uniendo C con C”, se formarén A ACC”
y ABCC”; ambos isésceles ya que AC = AC” y BC = BC” por hipétesis; en-
tonces L ACC" = L AC"C y (/BCC” = /BC"C por ser angulos en la base de
triangulos is6sceles.

DEMOSTRACION:
LACC” = L AC"C Construccion;
LBEC" = £ BCC Construccion;
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LACC” + /BCC” = LAC"C + £BC”"C (1) Sumando miembro a miembro

Pero:
LACC” 4 1 BCC” = /C (2) Suma de angulos;
Yy LAC"C + 2BC"C = /C"= /(C (3) Suma de angulos;
Sustituyendo (2) y (3) en (1) Axioma
tenemos: O =
AC=AC Hipétesis;
B =FC Hipétesis;
LC=y2C’ Dembostrado,
AABC = NA'B'C’ Por el segundo case,

92. IGUALDAD DE TRIANGULOS RECTANGULOS Todos los tridn-
gulos rectingulos tienen un elemento igual, ¢/ angulo recto; basta que se
cumplan solamente dos condiciones para la igualdad de los mismos. ta

En la igualdad de tridngulos rectingulos, podemos considerar los si-
guientes casos:

1*) La hipotenusa y un angulo agudo iguales (Fig 81):

LA= /A =1R

o
1
4]

Fig, 81

Si BC = BC' y /B = /B entonces AABC = AA'B/C’ porque al ser
iguales los éngulos /B y /B’ también lo son los /Cy /C’ que son comple-
mentos de angulos iguales. Los dos tridngulos tienen pues iguales un lado y
los dos angulos adyacentes.
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2¢) Un cateto y un angulo agudo iguales.
a) Un cateto v el angulo adyacente (Fig, 82):

A= A" =1A.

Q0 gQe

e b A'_-I _ ¢ B

Fig 82
SiAB = AB y /B = /B entonces AABC = AA'B'C’, por tener un
lado igual e iguales los dos angulos adyacentes.
g‘;,) Un cateto v el angulo opuesto (Fig. 83):
LA = A" =10

Fig 83

Si AB = A’ y/C=/C entonces NABC = AA'B'C’, porque al ser
iguales los éngulos /C y /C’ también lo son £By /B’ que son sus comple-
mentos, Los dos tridngulos tienen pues iguales un lado y los dos éngulos ad-
yacentes.

3¢) Los dos catetos iguales (Fig 84):
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@

Fig 84

Si AB=A'B" y AC = A'C’ entonces AABC = AA’B'C’ por tener dos
lados igunales e igual el angulo comprendido, ya que /A= /A"=1R.
4*) La hipotenusa y un cateto iguales (Fig. 85):

Fig. 85

Si BC = B'C' y AB = A’B’ entonces AABC = AA'B'C’, En efecto mas
adelante, al estudiar el Teorema de Pitigoras, veremos que si dos triangulos
rectangulos tienen iguales la hipotenusa y un cateto, tienen también igual
el otro cateto.

De aqui resulta que los dos tridngulos ABC y A’B’C’ tienen sus tres
lados iguales y, por lo tanto, son iguales.

93. APLICACIONES DE LA IGUALDAD DE TRIANGULOS.—
1* Para demostrar que dos segmentos son iguales suele ser 1itil demostrar
que se oponen a angulos iguales en tridngulos iguales.
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2+) Para demostrar que dos dngulos son iguales suele ser util demostrar

que dichos angulos se oponen a lados iguales en triangulos iguales,

EJERCICIOS

(1) 8i /1= /2y /3= /4, demostrar que: ANABC = AABD.
(2) SiAC=AD y /1= (2; demostrar que AABC = AABD.

(3) 8i AC=AD y BC =BD; demostrar que AABC = AABD

S T

Ejercs ,1-2-3 AJcr 4-5

£=7 <=2

(4) Si AB || CD y AB = CD; demostrar que AAOB = ACOD.

(5) 8i O es el punto medio de AD y de BC, demostrar que:
AAOB = ACOD.
<> >
(6) Si AB || CD;
demostrar que:
AACD = ANACB. o C
(7 SiCD=4B y

1= [/3; demostrar que
NACD = AACB y

BC = 4D. ~
(8) SiAD=BC y A i
CD =AB; demostrar que Ejeres’ 6-#0

AACD = NACBy /D= /B.
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(9) AABC es isosceles; D y F son los puntos medios de AC y BC.
Demostrar que AF =BD y /1= /2.

Ejer. 4 Ejer, 10

(10) AABC es isésceles; D y F son los puntos medios de AC y BC.
Demostrar que A0 =B0O, DO=FO0 y /3= /4.
{—> =)
(11) Si BD 1 AC, /1 = (2
y AD = CD; demostrar que:
ANABD = ACBD.
=>» {—>
(12) SiBD | ACy LA = LC;
demostrar que AABD = ACBD.
<=3 =
(13) Si'BD L AC y £1 = 22
demostrar que: AABD = ACBD;
AD = Eﬁ; LA = zC.

-3 =)
(14) Si BD 1| AC y B es el pun-
to medio de AC; demostrar que:
i W e B

= <

4
(15) Si BD | AC y AD = CD;

=3

demostrar que AB = BC.

Ejercs 11-13

=> > g L=

(16) S1 DA |L AB y CB | AB; demostrar que AABD = AABC.
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w )

Ejercs. 14-15 Ejerese 16-20

{—> {—2 A=) =3
(17) Si DA | AB, CB | AB y AD =BC; demostrar que;
AABD = NABC.
£=» 1=3 Ar> =3
(18) S1i DA L AB, CB | AB y /C = /D; demostrar que:
1 AABD = NABC.
G=r A= €= =
(19) SiDA | AB,CB | AB y /1= (/2; demostrar que:
AABD = NABC.
o S . T e R S
(20) Si DA | AB, CB | AB, AC=BD y /C = /D; demostrar que:
AABD = NABC.
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PLATON (nacido el 428 a. d. C.) En la Academia,
lugar donde impartié sus enseiianzas, se podia
‘eer la siguiente inscripcion: NADIE ENTRE QUE
NO SEPA GEOMETRIA. Platén sostiene en el Ti-
 meo que Dios dio a todas las cosas la mayor per-

.

feccién posible componiendo sus elementos (fuego,
tierra, aire y agua) por medio de los cuerpos geo-
métricos mds perfectos: tetraedro, octaedre, ico-
saedro y cubo. Platén contemplé la Geometria
mds con ojos de poeta que con mirada cientifica.

Poligonos

94  DEFINICIONES. Se

llama poligone. g

la porcion de plano limitada

nor.una curva cerrada, Hamada linea poligonal,

El poligono es convexo (Fig, 86-/
gonal convexa y es céncavo (Fig, 86-B)

nal céncava.

| cuando estd formado por una poli-

si estd formado por una poligo-

Los lados y vértices de la poligonal son los lados y vértices del poligono.

1 FLLTEE J'J!' IS
dos lados consecutivos.

73

internos o interiares de un poligono, son los formados por cada
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Angulos exteriores o externos de un poligono son los angulos adyacentes
a los interiores, obtenidos prolongando los lados en un mismo sentido.

Fig, 86-A

En la figura 57 tenemos:

/L ABC
A los
o /BCD
internos:

L CDE

/ DEF
LEFA
L FAB

9)]

Angulos

Fig. 86-B
pA% | L4
A
externos; b2 45
23 L6

Los lados del poligo-
no son los lados de la po-
ligonal: AB, EC_: CD, etc.

El nimero de lados
del poligono es igual al
numero de vértices y de
angulos. La linea poligo-
nal que limita al poligono
se llama contorno, Peri.
metro de un poligono es
la Jongitud de su contorno,
es decir, la suma de sus
lados. En la Fig. 87:

Perimetro :EE+M+CD+ DE 4 EF -{_—F_ﬁ.

Poligono regular (1'i;. 55 es el que tiene todos sus lados y éngulos iguales,

es decir que es equilatero y equiangulo.

De acuerdo con el niimero de lados, los poligonos reciben nombres espe-
ciales. El poligcno de menor niimero de lados es el tridngulo.




POLIGONOS

Ne de lados Nombre
L I et e triangulo
cuatro .. .......... cuadrilatero
c:'r.:co ............. pentagono e D
- e e hexdagono
T T W, eplagono
T S e oclagono
BN - o Lo i criedgono
L S decdgono 3 &
B o o e endecdgono
doce. .............. dodecdgono
L R pentedecdgono
Los poligonos de 13, 14, 16, 17, 18, 5 2
19, etc. lados, no tienen nombre egpecia!. Fig. 88
95. DIAGONAL. Se
llama diagonal al segmen-
to determinado por dos D
vértices no consecutivos.
En la figura 89 los
segmentos AC y BD son e C

diagonales.
96, TEOREMA 24,

“La suma de los angulos in-

teriores (S;) de un poligono o5 B
convexo es igual a tantas

veces dos angulos rectos,

como lados menos dos tiene el poligono™,

Fig. 89

ureoTESIs: 2 A, ¢ B, ZC, etciyson
los angulos interiores de un poligono 5
convexo de n lados. -~

TESIS:

Si= LA+ /B4 =2R(n—12).
Construccion auxiliar, Desde un

vértice cualquiera, tracemos todas las

diagonales que parten de ese vértice.

El poligono quedara descompuesto en

n—2 triangulos. Fig., 90
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DEMOSTRACION:  La suma de los dngulos interiores de los n — 2 tridngu-
los es igual a la suma de los dngulos interiores del poligono.

La suma de los angulos interiores de cada tridngulo vale dos rectos,
es decir 2R.

Como el niimero de tridngulos en que se ha descompuesto el poligono
de n lados es n— 2, resulta:

S; = Suma de los angulos interiores del poligono — 2R (n— 2).

Aplicando la férmula al poligone de la figura 90, tenemos:

S; = 2R(6 — 2) = 8R.

97. VALOR DE UN ANGULO INTERIOR DE UN POLIGONO REGU-
LAR. Como el poligono regular tiene todos sus éngulos interiores iguales,
el valor “i” de uno de ellos lo hallaremos dividiendo la suma entre el nimme-
ro “n” de &ngulos.

Sy

-

=
Y como Sy = 2R(n—2), resulta:
. 2R (n—2)

i
n
“ 98. TEOREMA 25. “La suma de los angulos exteriores (S;) de iodo
poligone convexo es igual a cuatro dngulos rectes” (Fig. 91)

HIPOTESIS: /1, £2 etc. *++ son
los angulos exteriores de un poligono
convexo de n lados.

TESIS: Se=/14/24 -+ = 4R.

pEMOsTRACION: El 4ngulo exte-
rior y el dngulo interior en cada vér-
tice, suman dos rectos por ser adyacen-
tes. Multiplicando este valor por el
numero de vértices “n”, tendremos la
suma de todos los &ngulos interiores,
mas la suma de todes los éngulos ex-
Fig. 91 teriores, es decir:

Si + S = 2R'n;

de donde S, = 2R-n —8§;; (1)
pero: S =2R(n—2). (2)
Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
S =28Rn—2R(n—2);
S, = 2Rn — 2Rn + 4R; R

4R.
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99. VALOR DE UN ANGULO EXTERIOR DE UN POLIGONO RE-
GULAR. Como todos los dngulos interiores de un poligono regular son igua-
les, los exteriores también lo seran. Para hallar el valor de “¢” de un 4ngule

exterior, dividiremos la suma de todos ellos entre el nimero de angules que
hay. Es decir:

Se
e=—
n
y como S. = 4R, resulta:
4R
e=—,
r

100. TEOREMA 26. “El nimero de diagonales que pueden trazarse desde
un vértice es igual’ al nimero de lades ménos tres”,

airoTesis:  ABC <<+ es un poligono de n lados; d = niimero de diagona-
les desde un vértice.

TESIS! d=n—3.

DEMOSTRACION: Si desde un vértice cualquiera se trazan todas las dia-
gonales posibles, siempre habra tres vértices a los cuales no se puede trazar
diagonal: el vértice desde el cual se trazan y los dos vértices contiguos.

Como el nimero de vértices es igual al nimero de lados n., resulta:

d=n—3.

Aplicando la férmula al pentagono de la figira 92 resulta; d = nitmero
de diagonales desde un vértice =5 — 3 = 2.

Fig. 92 Fig- 93

101, TEOREMA 27. Si n es ¢l namero de lados del poligono, el nimero
total de diagonales D), que pueden trazarse desde todos los vértices, estd dada
n(n-—3)

por la formula D = 5
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miporpsis: ABC -+- es un poligono de n lados.
D = nimero total de diagonales.
n(n—3)

TESIS: D= )

pemostracion:  Desde un vértice pueden trazarse n— 3 diagonales,
Como hay n vértices, el nimero de diagonales sera n(n — 3). Pero como
cada diagonal une dos vértices, de esta manera hemos contado doble niimero
de diagonales. Luego:
Sl =—3)

s 2
Ejemplo: Aplicando la férmula al pentagono de la figura 93 tendremos:
D= S S 5.

102. TEOREMA 28. *“Daos poligones son iguales si putden descomponerse
en igual niimero de tridngulos respectivamente iguales y dispuestos del mismo modo”,

o

Fig. 94-A ' Fig. 94-B
mroresis: - ABCDE y A'B'C'D'E’ (Fig. 94) son dos poligonos tales que:
HDABC = AA'BC’;
NACD = ANA'C'D;
AADE = ANA'DE,
TESIS: ABCDE = A'B'C'D'E’,

pemosTraCION:  Siendo respectivamente iguales los triangulos en que han
quedado descompuestos ambos poligonos, resulta:




Ademas:

También:
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AB = A'F
C = BC
Ch =D por ser lados de triangulos iguales,
DE — DE" g
EA = F'A’.
LB = (B (
por oponerse a lados iguales en triangulos iguales. .
I LK ‘
Les LA

L0 S l por sumas de angulos respectivamente iguales,

ol S T

Por tanto: ABCDE = A'B'C'D’E’ por tener lados y angulos respectivamente

iguales.

1053,

RECIPROCO. *'Si dos poligonos son iguales, se pueden descomponer

en igual nimero de triangulos respectivamente iguales ¢ igualmente dispuestos”.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

(6)

(8)
(9)
(10)

(11)

EJERCICIOS

Hallar la suma de los dngulos interiores de un cuadrado. R.: 360°.
Hallar la suma de los 4ngulos interiores de un octagono. R.: 1080°.
Hallar la suma de los dngulos interiores de un pentagono. R.: 540°.
¢Cual es el poligono cuya suma de édngulos interiores vale 540°?

R.: Pentagono.
¢Cuél es el poligono cuya suma de angulos interiores vale 1260°?
R .: Eneagono.
;Cuél es el poligono cuya suma de dngulos interiores vale 1800°?
R . Dodecagono.
Hallar el valor de un angulo interior de un hexagono regular.
R 120°.
Hallar el valor de un angulo interior de un dodecigono regular.
R.: 150°.

Hallar el valor de un éngulo interior de un decagono regular.
R. 144°.
Determinar cuil es el poligono regular cuyo angulo interior vale 60°,
R .: Tridngulo.
Determinar cual es el poligono regular cuyo angulo interior vale 90°.
R .: Cuadrado.
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§
(12) Determinar el poligono regular cuyo éngulo interior vale 135°.
R.# Octagono,

(13) Hallar la suma de los éngulos exteriores de un eptagono. R,; 360°,
(14) Hallar el valor de un angulo exterior de un octagono regular.

R.: 45°,
(15) Hallar el valor de un angulo exterior de un decagono regular.
R.: 36°,
(16) Hallar el valor de un angulo exterior de un poligono regular de
20 lados. R 18°

(17) ¢Cual es el poligono regular cuyo éngulo exterior vale 120°?
R,;: Tnangulo,
(18) Determinar cual es el poligono regular cuyo angulo exterior

vale 60°. R,: Hexagono,
(197 Determinar cual es el poligono regular cuyo iangulo exterior
vale 90°, R.; Cuadrado,
(20} Calcular el nimero de diagonales que se pueden trazar desde un
vértice de un pentagono. R 2,
(21) Calcular el numero de diagonales que se pueden trazar desde un
vértice de un octégono. R:'5,
(22) Calcular el nimero de diagonales que se pueden trazar desde un
vértice de un decégono. Ry'T,
(23) ¢Cual es el poligono en el que se pueden trazar tres diagonales,
desde un vértice? R,; Hexégono,
(24) ¢Cual es el poligono en el que se pueden trazar seis diagonales,
desde un vértice? R.: Eneigono,
(25) ¢Cudl es el poligono en el cual se pueden trazar nueve diagonales,
desde un vértice? R.: Dodecigono,
(26) Calcular el nimero total de diagonales que se pueden trazar en
un octagono. R.; 20,
(27) Calecular el niimero total de diagonales que se pueden trazar en
un decagono. H; 35,
(28) Calcular el nimero total de diagonales que se pueden trazar en
un poligono de 20 lados. R: 170,
(29) Cuél es el poligono en el cual se pueden trazar 14 diagonales
en total? R Eptageno,

(30) ;Cual es el poligono en el cual se pueden trazar 20 diagonales
en total? R.: Octagono



A
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HIPOCRATES DE QUIO (nacido el 450 o. d. C) duccién», o ses «fransformar un problema en
Fue primeramente comercionte. Aparece en Ate- oftro ya resuelio». Inicié el uso de las letras en las
nas hacia el afio 430 para reivindicar cierfos de-  figuras de Geometria. La Geometria dejo de ser

rechos, donde funda poco después una escuela con &l una téenica, nmiﬂmufﬂrum de «cien-
de Geometria. Eché las bases del método de are-  cia deductiva», que habia de culminar en Euclides.

Luadrilateros

104. CUADRILATERO. Es el poligono de cuatro lados.

105. LADOS OPUESTOS. Son los que no tienen ningiin vértice comun.

En la ficura 95, AB y CD; AD y BC son pares de lados opuestos.
100- LADOS CONSECUTIVOS. Son los que tienen un vértice comun.
En la fip '

4B y BC CD y DA;

BC y D DA y AB:

son pares de lados conseculivos.

81
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107. VERTICES Y ANGULOS OPUESTOS. WVeértices opuestos son los
que no pertenecen a un mismo lado. Angulos opuestos son los que tienen
vértices opuestos.

En la figura 95. A y C., B y D son pares de vértices opuestos.

108, SUMA DE ANGULOS INTERIORES. “La suma de los dngulos
interiores de un cuadrilatero vale 4 angulos rectos”.

penvostrscion:  La suma de los éngulos interiores de un poligono
cualquiera es: $,=2R (n—2) (1);

En este caso observamos que: n==4 (2).

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: §;=2R(4 —2) =4R.

109, DIAGONALES DESDE UN VERTICE. “Desde un vertice de un
cuadrilatero solo se puede trazar una diagonal’.

En efecto: el niimero de diagonales desde un vértice. en un poligono,
esta dado por la férmula:

d=n—3 (1). D

En este caso:

n=+% (23 &
Sustituyendo (2) en (1):

dz= b Bi=i)

110, NUMERO TO-
TAL DE DIAGONALES.
“El numero total de dia-

A B
zar eén un cuadrildatero. es 27, Fig. 95

En efecto: el nimero total de diagonales de un poligono esta dado por
la férmula:

gonales que se pueden tra-

n{in—3)
D= T (1)

Como se trata de un cuadrilatero. tenemos: n=4. (2)
Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
4(4—3) 4(1) 4
P 5 g = mapm e g A0,

111. CLASIFICACION DFE LOS CUADRILATEROS. Los cuadrilateros
se clasifican atendiendo al paralelismo de los lados opuestos.

Si los lados opuestos son paralelos dos a dos la figura se llama paralclo-
gramo (Fig. 96)

ABITD y AD|| BC.
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D
//D o |
A B A g

Fig 96

Cuando solo hay paralelismo en un par de lados opuestos, la figura se
llama rapecio (Fig. 97).

7

Fig 97 Fig 98

Cuando no existe paralelismo alguno, la figura se llama r(rapezoide
(Fig. 98).

AB y CD no son paralelos. AD y BC no son paralelos.

112 CLASIFICACION DE LOS PARALELOGRAMOS
1) Rectingula Tiene los cuatro angulos iguales y los lados con-
tiguos desiguales (Iig. 99-1),
A= LB {C=1L D, AB £ BC.
2) Cuadrada Tiene los cuatro éngulos iguales y los cuatro lados
iguales (Fig. 99-2).
LA=(tB= /C= ¢D; AB = BC —CD = DA.
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3) Romboide. Tiene los lados v los angulos contiguos desigua-
les ( lq‘lg ] L}L}— J.l j 5

LA+ /B; AB + BC.
1 Rombo. Tiene los cuatro lados iguales y los angulos contiguos desi-
H'uﬂ}eﬁ ( i‘l;.{ : 'J‘”-'l J :

D c D C
\C
B c
D B
A
A B A B \ B A
Fig_ 949.1 l"ig_ 99.2 l"ig' 99.3 I"l]_:;. 99.4

113. CLASIFICACION Y ELEMENTOS DIF LOS TRAPECIOS. Los
trapecios se clasifican en rectangulos. isosceles y £scatenos,
" Los rectangulos son los que tienen dos éngulos rectos. Se llaman isésceles

si los lados no paralelos son iguales. Escalenos son los que no sun rectangulos
ni isdsceles.

D s B i D c
A B A B A B

Fig 99-A Fig_ 99-B Fig, 99.C

Elementos . Los lados paralelos se llaman %5¢5 y come son desiguales
una es la base mayor y otra la base menor.

La distancia entre las bases, o sea, la perpendicular comin, es la @//17¢
del trapecio.

El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos se
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llama base media y tiene
la importante propiedad
de que es igual a la semi-
suma de las bases. Tam-
bién se le suele llamar po-
ralela media, (Fig. 99D).

s i R AB = base mayor;
DC = base menor;
DE = Altura;

Fig 99D MN = base media.

t14.  CLASIFICACION DE LOS TRAPEZOIDES. Los trapezoides se
clasifican en simétricos y asimétricos.

Los simétricos tienen dos pares de lados consecutivos iguales pero el
primer par de lados consecutivos iguales es diferente del segundo. Los asi-
meétricos son los que no son simétricos.

En los trapezoides simétricos las diagonales son perpendiculares y la.
yue une los vértices donde concurren los lados iguales es bisectriz de los
angulos y eje de simetria de la figura,

Stmeétrico Asimétrico
Fig. 99-F. Fig. 99-F

GEOMETRIA (BALDOR] — 4.
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115. PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS:

1. Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos.

2. Todo paralelogramo tiene iguales sus dngulos opuestos.

3. “Dos angulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios.

4" En todo paralelogramo las diagonales se dividen mutuamente en
partes iguales.

Todas estas propiedades son faciles de demostrar.

Propiedades particulares del rectangulo:
1. Un dngulo interior de un rectingulo vale un dngulo recto. En efec-
to: siendo todos los angulos iguales,el valor de un ingulo interior sera:

T:lﬁ.

2. Un dngulo exterior de un rectangulo vale un angulo recto. En efecto:
s;lasmmadelosanguh}semes%ﬁpyenelreﬂangulalmmatm

angulos son iguales, resulta que cada uno valdrﬁ

4R _
T—IR-

o 3 Las diagonales de un rectangulo son iguales. ~ Se déemuestra por igual-
dad de tridngulos.

Propiedades particulares del rombo:

1. Las diagonales del rombo son perpendiculares.

2. Las diagonales del rombo son bisectrices de/los angulos cuyos vér-
tices unen.

Propicdades particulares del cuadrade:

1. Los dngulos del cuadrado son rectos.

2. Cada dngulo exte-
rior del cuadrado vale un
ingulo recto.

3. Las diagonales del
cuadrado son iguales.

4. Las diqgonales del
cuadrado son perpendicu-
lares.

5. Las diagonales del
cuadrado son bisectrices de Fig. 100
los angulos cuyos vértices unen.

Observacién. FEstas propiedades permiten la construccién de paralelo-
gramos en una gran cantidad de casos.

=1

1)
S




CGUADRILATEROS 87

116. TEOREMA 29. “Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos”,
wiporesis:  ABCD (Fig., 100) es un paralelogramo.

TESIS? AB = m BC = AD.

Construccion auziliar. Se traza la diagonal AC y se forman los tridngu-
los AABC y AADC que tienen el lado AC comin.

DEMOSTRACION:

En el AABC y AACD, tenemos:
AC = AC  1ado comim,

Z1 = /4 Alternos mnternos entre-@ || CD,
L2 = /3 AHernos internos entre AD || BC.

y BC = AD

117. RECIPROCO. “Si cada par de lados opuestos de un cuadrilitero son
iguales, también son paralelos y el cuadrilatero es un paralelogramo™.

También;

Por oponerse a angulos iguales en tridngulos iguales,

HIPOTESIS: %
En el vuadrilatero ABCi
(Figura 101) se wverifica:
AB =DC; AD = BC.

TESIS:
AB || DC; AD ||'BC.

Construccién auziliar.
Se traza la diagonal AC
forméandose los tridngulos:
Figs 101 ANABC y ANADC.

DEMOSTRACION:

En los AABC y AADC:
AB = DC } Hipétesis;

AD = BC
AC = AC Identidad.
Luego: AABC = ANADC Por tener sus tres lados iguales.
Por tanto: Zt=-LE . Por angulos opuestos 'a lados ‘iguales en
y hF=U4 tridngulos iguales,
Por tanto: AB I DC } Por formar angulos alternos-internos igua-
y AD || BC les con la diagonal AC,

ABC es un paralelogramo.  Por definicidn,
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EJERCICIOS

(1) Construir un cuadrado de 5 cm de lado, trazar sus diagonales y
comprobar, por medicién, que son iguales v perpendiculares, que se dividen
mutuamente en partes iguales y que son bisectrices de los dngulos cuyos
vertices unen.

(2)  Construir un romboide de lados 6 cm y 3 em formando un angulo
de 120°. Comprobar. por medicién, que sus lados opuestos v sus angulos
opuestos son iguales y que las diagonales se dividen mutuamente en par-
tes iguales.

(3) Construir un rombo cuyo lado mida 6 c¢m y tenga un angulo agudo
de 60°. Comprobar, por medicién, que las diagonales son perpendiculares, se
dividen mutuamente en partes iguales v son bisectrices de los angulos cuyos
vértices unen.

(4)  Construir un rectangulo de lados 4 em y 3 cm v trazar sus diago-
nales. ¢Las diagonales son iguales? ;Las diagonales son perpendiculares? ;Las
diagonales se dividen mutuamente en partes iguales? ¢Las diagonales son bisec-
trices de los éngulos cuyos vértices unen? Averiguarlo por medicion.,

(5)  Construir un cuadrado cuya diagonal mida 5 cm.

(6 Construir un rombo cuyas diagonales midan 8 ¢m y 4 cm.

(7] Construir un rectangulo que tenga un lado que mida 7 cm y una
diagonal que mida 9 cm.

(8)  Construir un rombo que tenga un lado que mida 5 cm y una
diagonal que mida 8 cm.

(%) Un dngulo de un romboide mide 36°. ;Cuénto mide cada uno de
los otres tres? R .:36° 144° 144°

(10)  Construir un trapecio cuyas bases midan 10 em y 6 cm. Trazar la
paralela o base media v comprobar, por medicién, que su longitud es igual
a la semisuma de las bases.

(11} Construir un trapecio rectingulo cuyas bases midan 12 cma v 8 em
¥ la altura 5 cm. Trazar la base media v comprobar, por medicion, que es
igual a la semisuma de las bases.

(12)  Averiguar qué figura se obtiene al unir los puntos medios de los
lados de un rectangulo.

(131 Averiguar qué figura se obtiene al unir los puntos medios de los
lados de un cuadrado.

(14)  Si un dngulo agudo de un trapecio isésceles mide 50° ¢Cuanto
miden cada uno de los otros tres angulos? R .. 50° 130° 130°_

(151 Construir un trapezoide simétrico cuyas diagonales midan 10 cm
¥y 6 cm, ¥ uno de los lados mida 4 em.




EUCLIDES. Primero en la Edad de Oro de lao Geo-
metria griega (365-275 a. d. C.) Alejandria se con-
o, ::ucius a los Ptolomeos, en la capital cien-
4fico del mundo griego. El Museo pasé a ser un
w=atro docente, y fue el precursor de nuesiras ac-

tuales Universidades. Alli desde el 323 a. d. C.
Euclides ocupé la Catedra de Matematicas, afio en
que murié Alejandro Magno. Sus Elementos fueron
el punto de partida hasta llegar al siglo XVIil en
el que hace su aparicién la Geometria Analitica.

Segmentos proporcionales

(18 REPASO DE LAS PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES

it ,-'.-r'r'JI.!r';.-'x".*!if.-‘_ lo suima o diferencia de los antecedentes. ¢s a fa suma

Ferrericiea r;"l.-' las consecuentes como .h-m"-—.f (il e .-'r'fa FHE e N eonse .!J.-"Mr‘e""_
g @ a reiibits, 2 S AP Bl 4
I = =i— ambienn — — 35 — T
BT oy bW b b

“En toda proporcién la suma o diferencia del antecedente y consecuente
de la primera razén es a su antecedente o consccuente. como la suma o dife-
rencia del antecedente y consecuente de la segunda razén es a su antecedente

o consecuente’’.

a d axb

Si

a + b axb &xd

=5 tambien

89

a Y P nie
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“En una proporcién el producto de los medios es igual al producto de
los extremos”.

Si g=§ también es ad = be.

“En una proporcién un medio es igual al producto de los extremos dividido
entre el otro medio” y “un extremo es igual al producto de los medios divi-
dido entre el otro extremo™.

SR R W S R TR e
Si il T también a == b e g s e

Y CUARTA PROPORCIONAL ~ Se llama cuarta prcporcional de tres

cantidades @, b y ¢, a un valor z. que cumple la condicién:
&

b x

120 TERCERA PROPORCIONAL.  Se llama tercera proporcional a dos
cantidades @ y b. a un valor z. que cumpla la condicién:
a b

Pt ox
121, MEDIA PROPORCIONAL. Se llama media proporcional a dos
cantidades. @ y b. a un valor 2 que cumpla la condicién:
a -z

L —— TR

¥ b

122, SERIE DE RAZONES IGUALES. Dada una serie de razo-
nes iguales: Fol Lo
oM Gl d’
Se cumple que: la suma de todos los antecedentes es a la suma de
todos los consecuentes, como un antecedente cualquiera es a su consecuente:
e e o e LA SPodag ardiid i
PN e e e —® W e d
123. RAZON DE DOS SEGMENTOS. Es el cociente de sus medidas
con la misma unidad.
Sean los segmentos AB y CD (Fig. 102) y sea u la unidad de medida.
Si AB =5 u. ¢l niimero 5 es la medida de AB con la unidad 1.
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Si CD — 7 u, el nimero 7 es la medida de CD con la unidad w.

LarazéndeTaZTesi‘i 5';
CER o

v la razén de CD a AB es: E—:z
AB 5

La razén de dos segmentos es independiente de la unidad que se adopte
para medirlos, con tal que se use la misma unidad para ambos.

La razén puede ser un niimero entero o fraccionario y en estos dos casos
se dice que los dos segmentos son conmensurables entre si.

Si la razén es un numero irracional entonces los dos segmentos son in-
conmensurables entre si.

Razén inverse La razén E-:—-D_:Z se dice que es inversa de la ra-
AB 5

AB

w— = —, ¥ viceversa.

CD 7

124, SEGMENTOS PROPORCIONALES. §Si a los segmentos a y b, co-
rresponden los segmentos &’ y ¥, de tal manera que:

g &
A,
se dice que son proporcionales.
125, DIVIDIR UN SEGMENTO EN OTROS DOS QUE ESTEN #EN
LINA RAZON DADA

P
Pl I SR A [T Wb I T - RO
Fig. 103

Sea AB (Iiig. 103) el segmento que se quiere dividir en una razon dada.

por ejemplo, %— Dividimos el segmento AB en 2--5=7 partes iguales y

vemos que el punto P. lo divide en dos partes: AP y PB. tales que:

B3
AL .2 (1)
PB_ 5

;Existira ofro punto P’ que divida el segmento AB en la misma razon %?
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En caso afirmativo se cumpliria

.
o] 1S
-+

3

Comparando (1) y (2. tenemos:

AP AP

PB PR
Aplicando la propiedad de la suma de antecedentes ¥ consecuentes, en (1
Y (2), tenemos:

AP+PB 245 AP+ PB 7 (3)
AP =TS g AP g
AP +PB _2+4+5 . AP4APE 7 i
4 AL g e AP et
Comparando (3) y (4), tenemos:
AP P8 AP + PB ™
e e ) 3,
Pero: AP + PB = AP' + P'B = AB. (6)
Sustituyendo (6) en (5), tenemos: AB _ AB
AP~ AP’
A= AN P
AB
Esta igualdad nos dice
que P y P’ coinciden, es
t 2 s decir , que son el mismo
AJ XA punto. Por tanto solo exis-

é:» te un punto que divide AB
B ™ R . a' en la razén 52—

\\ ¥ |
A b 126. TEOREMA 30.

“Si varias paralelas. deter-

/\"hx & \ minan segmentos iguales en
2% D’ una de des transversales,
/ P \ determinaran también seg-

mentos iguales en la otra
Fig. 104 transversal” (Fig 104),
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HIPOTESES ;

T IR o TS :
AA" | BB' || CC" | DD'; t y t’ son dos transversales y AB = BC == CL).
TESIS; AR =BC=0CD.

< e 48 Moty el =2
Construceion auvitiar. Tracemos AM, BN y CP paralelas a 1'. Se forman

los triangulos ABM, BCN y CDP, que son iguales por tener A8 = BC = CD
por hipétesis y los angulos marcados del mismo modo por correspondientes.

DEMOSTRACION |

En los AABM, ABCN y ACDP:
AM = BN = CP (11~ lados homélogos de triangulos iguales,

También:
AM = AR’ (2)
BN =B (3) p Lados opuestos de paralelogramos,
CP = CD (4)
Sustituyendo (2), (3) y (4) en
(1), tenemos:
AR = BC =C'D’ Como se queria demostrar,

127, TEOREMA 31. Tromrema pe TaLks: “Si varias paralelas cortan

a dos transversales, deter-
minan en cllas segmentos
correspondicntes proporcio-
nales” (Fig, 105),
mpéfrrqm
(= 4=
AA' \| BB’ ;i s £ Ly
¢ transversales; AB y BC
segmentos correspondientes . ¢
de t y A’B" y BT’ segmen- Al \

tos correspondientes de ', u u!
. ABy AF ’F by

TESIS; -

BC B’C’
Construccion auxiliar. :

Llevemos una unidad cual- e R R
quiera “u” sobre AB y BC. ) P AR X W L G PR,
Supongamos que AB la
contiene m veces y BC
la cunnene n veces; enton-
ces AB=mu y BC = nu.

Fig, 105
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Tracemos paralelas por los puntos de unién de las unidades “u” Los
segmentos A'B y B'C' quedarin divididos en los' segmentos »’ (iguales al
teorema anterior) de manera que: A'B =mu' y BC =nu'.

DEMOS’I:{HEJI{')N:
28 T u (1) Construccion auxiliar.
y BC = nu (2)
E:E (3) La razén de dos segmentos es el
BC n " cociente de sus medidas con la mis-
Anélogamente: i aided.
AF = mu (4)
¥y olCa-ay (5)
&\ /6 . A 6
\ /: .. rﬁq"-——é: —_—— [ J
£ - n
}\ é ARSI S | e v
Comparando (3) y (6): & =g
( caracter transitivo).
8 / \B. 128. OBSERVACION. El teore-
ma que acabamos de demostrar, es ab
C solutamente general, se verifica para
/ \ cualquier nimero de paralelas y pa-
D D ra cualquier posicion de las trans-
/ X versales. (Fig. 106)
=) =3 =y =) (=) (=)
Fig. 106 Si GG’ || FF' || EE' || BB' || CC' || DD,

GF _FE _EA_ AR _W.TTD
Gl FE FEFA AR PBC _ CD

se cumple que:

El teorema también es cierto lo mismo que los segmentos sean conmen-
surables o inconmensurables entre si.

129, TEOREMA 32. “Toda paralela a2 un lade de un tridngulo divide a

los otros dos lados, en segmentos proporcionales”.
L S 4 £}

mieoTesis: En el AABC (Fig. 107): MN || AB.

M _CoN

MA NB

- T T
Construccion auxiliar. Por C tracemos RS || MN || AB.

TESIS:
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DEMOSTRACION!
<=2 —> >
Como RS ” MN ” AB Construceion

y y CB son transversales, tenemos:

Teorema de Tales

—

CA
om
MA

31

Fig. 107 Figs 108

130. RECIPROCO. “Si una recta al cortar a des lados de un triangulo,
los divide en segmentos proporcionales, dicha recta es paralela al tercer lado”,,

: CM CN
voTESIS. . En el AABC (Fig. 108): —me = —.
HIPOTEST A (Fig. 108) MA  NB
=3 =
TESISS MN || AB.

[ Somesi 4 L= —> =
pEvostracion:  Sino fuera MN || AB, por M podriamos trazar MV’ || AB
y entonces tendriamos: :

CM
MA = NB (1) - Propiedad de la paralela a un lade *de un triangulo.

Pero -===W (2) Por hipitesis.

Comparando (1) y (2) tenemos:

ﬁ :ﬁ' Cardcter transitivo.
Esto es absurdo, ya que los dos puntos N y N’ no pueden dividir a CE en

—> >
la misma razén. Entonces N y N’ coinciden y, MN || AB.
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131. COROLARIO. “Fl segmento que une los puntos medios de los lados

En los ACMN y ANPB:
fe Fh g Bvs ¥Y

CN = NB
.. ACMN = ANPB
o MN =PB
Por otra parte:
MN =AP
y MN=TB
Sumando: 2N =AP+PB (3)
y como AP +PB=AB (4)
Sustituyendo (4) en (3):

OMN — AB

de un triangulo, es paralelo al tercer lado
¢ igual a su mitad”.

aiporestis: En el AABC (figu-
ra 109): M y N son los puntos medios
de AC y BC.
(—> >
rests: MN || AB;
m=§.

Construceién auciliar. Por N tra-
{—> {—>

cemos PN || AC, formandose el ABNP.

CM = MA por ser M el punto medio por
hipétesis,
CN = NB qor ser N el punto medio " po:
hipétesis,

Caracter transitivo.

Cuando una recta al cortar dos lados de un
triangulo los divide en segmentos propor-
cionales la recta es |! al tercer lado,

Correspcendientes,

Por ser V punto medio.
Por el primer caso (TroreEma 21,

Lados homdélogos de triangulos iguales,

Lados opuestos de un paralelogramo,

Demostrado,

Suma de segmentos

mzf Como queriamos demostrar,
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132. TEOREMA 33 Propiedad de la biseciriz de un dngulo interior de
un triangulo: “'La bisectriz

de un angulo interior de £

un triangulo divide al lado 7
pltt %f

opuestc en Ssegmentos pro- -7,

porcionales a los otros dos
lados™.
HIPOTESIS

En el AABC, CD es la
bisectriz del /C y AD y
DB son los segmentos de-
terminados por CD, so-
bre AB (Fig. 110).

Fig 110

Il
Sk

TESIS!
=y =
___ Construccion auxiliar. Por B tracemos BE || CD y prolonguemos el lado
AC hasta que corte a BE en E formandose el ABCE.

DEMOSTRACION:
En el AABE:
AC ¢—r {—=>
ﬁ—_?:{% (1) Por ser €D  BE por construccion.

Pero:  yE= 1 (2) Correspondientes;

Llt= z£2 (3) Por _hipétesis (CD es hisectriz).
Comparando (2) y (3):

B A8 (4) Caracter transitivo;
yocomo 2= /3 (5) Alternos internos entre paralelas;

De (4) ¥ (5): LE= /L3 Caracter transitivo

.. CE =TCB (6) Por ser el ABCE 1sosceles
Sustituyendo (6) en (1):
aD_Ac
DB CB
como se queria demostrar.

133. PROBLEMA.—
Dados los tres lados de un
tridngulo, calcular los seg-
mentos determinados en
uno de sus lados por
la biscctriz del éangulo
opuesto (Fig. 110-A)
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Sea el AABC cuyos lados miden ¢ =27 cm, b=18cm y ¢ = 35 cm.
Calcular los segmentos determinados en el lado & por la bisectriz del angulo

opuesto.
E=27; Por el teorema anterior;
Yy~ 35
z+y‘_2?+35 Aplicando uma propiedad de las propor-
o - AR P ciones (Art. 118)
Pero x + v = b = 18 cm;
18_6 SRR
. T e sustituyendaos
i I=——-—18.6‘>;2?; Despejando z,
486 52_ 26
o0 L= 7] —— 7@-— 7-5-
Analogamente
x4y 27435
Y 38
18 _62
y B
_18X35_630 315 _ . 5
e
134. COMPROBACION.
T+ y =b
B
?'gi—-f- 10‘3T'_ 18.

NALES. Dividir un segmento en partes proporcionales a ofros segmerntos

T
1 -
o

VR - e, A

Figa-111

Sea AB el segmento que se quiere dividir en partes proporcionales a los seg-
mentos x, ¥, z.

|
135. PROBLEMAS GRAFICOS SOBRE SEGMENTOS PROPORCIO- '
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A partir de un extremo del segmento AB (Iig. 111), por ejemplo A,

—> A —>
se traza la semirrecta AC que forma un édngulo con AB. Sobre AC y a partir
de A. se llevan los segmentos consecutivos AM, MN, NP, iguales a z, ¥, z

Unimos el extremo P de z con B y tenemos PB. Trazando paralelas a

¢—3 L
PB por los puntos M y N determinamos sobre AB, los segmentos a, b. c,
que son los segmentos buscados.

Si se tratara de mas segmentos se procede analogamente.

136, DIVIDIR UN SEGMENTO EN PARTES PROPORCIONALES
A VARIOS NUMEROS.

Dividir un segmento
de 6 cms (figura 112), 9 ~C
en partes proporcionales a
2, 3y 4 6 A :

Sobre el extremo A 5" ;
del segmento AB que se 4\ %
va a dividir se traza la se- 2 A : .

et
mirrecta AC. Sobre ella o A A i
sellevan 2 +3 4+ 4=9 A 5 g -
divisiones iguales cuales-

guiera. Se une el extremo Fig- 112 i
9 de la ultima con B y por 2 y 5, se trazan paralelas a la recta 9B, quedando

AB dividido en los segmentos AD. DE v EB aue son proporcionales a 2, 3 y 4,
es decir, se cumple que: a

AD DE EB
- i s i
y ademas:

137. HALLAR LA
CUARTA PROPORCIO-
NAL A TRES SEGMEN-
TOS DADOS a, 6 Y ¢ (fi-

gura 113).

X
Fig. 113
Se traza un angulo cualquiera que llamaremos ABC, y sobre uno

—
desus lados, que puede ser el BC, llevamos consecutivamente los segmen-

tos a y b
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_? :
Sobre el lado BA llevamos el segmento ¢. Unimos el extremo de a com
el extremo de ¢ y trazando por el extremo de b una paralela a dicho seg-
—
mento, determinamos sobre BA el segmento 1.
Se cumple que: E s }' z es la cuarta proporcional a los segmentos dados.

138. HALLAR LA TERCERA PROPORCIONAL A DOS SEGMEN:
TOS DADOS, a Y. b (Fig. 114).

—
Se traza el angulo BAC y sobre el lado AC se llevan consecutivamente

los segmentos a v b. Sobre el lado AB, y a partir de 4. se lleva el segmento b.
Unimos el punto 1 con el punto 2 y tenemos el segmento 1-2. Trazando por

—

el punto 3, una recta paralela a 1-2, determinamos en AB el segmento r.

Se cumple: %:2 y z es la tercera proporcional a los segmentos dados.

EJERCICIOS

Hallar las razones directas e inversas de los segmentos @ y b. sabiendo:

a i b 4
(1) @=18m, b= 24 m. R:Z=075 2=2
(2) &= 6dm, b= 8 dm. R..’E.—_UL?S;E:IL

b a 3
(3) @=25cm, b="5cm R,_-.E:ﬁ;ézgig

@

(4) a=3dm, b=9dm. R'__-E:,I.:éza

b 3" 8
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b
(5) @a=25dm. b=50cm. R.: §=0‘5; 29,
; 1 arna . Tl e
(6) a=3Km, b =6 Hm. H..B._.ﬁ,a._5.
(PF S Him b =3 D R 2162 23
@ -1
i pE_d.b
(9) a=6mm, b= 3 cm. R..b_S,a_S.
: . & 0id bl
(10) a=9cm, b= 6dm. R"FH%? 3“63-.
Hallar los dos segmentos sabiendo su suma (§8) y su razén (r).
(11} 8=6, r—_—%. R.: 2.y 4.
(12) S=8, r:%, Ridy s
(13). S s 18 & :%. Rai 4oy 8
(14) §= 36, r:-i?;. R: 9y 27.
(15) §=40, r:% R.: 15 y 25.
Hallar los dos segmentos sabiendo su diferencia (D) y su razén (r):
(18 D=18, rz-g. R.: 20 v 8.
(17) D=94, r=35. R: 30 v 6.
(18) D=210, r=27. R: 15 »-8.
(1% D=7, r=2 R: 14y 7.
(20) D =12, r=3. R: 18 y 6.

Hallar la cuarta proporcional a los niimeros a, & y c.

(21) a=2, b=4%, ¢c=8, R.: 16.
(22) a=3, b=6, c=09. R.: 18.
(23) a=4 b—=28, c=10. R.: 20.
(24) a=35. b=10, c=4% R.: 8.
(28) a=86, db=12 ec=3. R.: 6.
Hallar la tercera proporcional a los niimeros a y b.

(26) @=4, b=16. R.: 64.
(27) a=2, b=12. R.: 72.

(28) a=8, b=18. R.: 40.5.
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los lados son proporcionales a los niimeros dados.
a4 6,

de los tridngulos cuyos lados @, b y ¢ miden:

determinados por la bisectriz sobre el lado menor::

GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO
(29) a=86, b= 30.

(30) e=15, b=20.

Hallar la media proporcional a los niumeros @ y b.

(31)
(32)
(33)
(34)
(35)

a=2 b=4,
a=4, b—=2.
e=4% b=28.
e=0 b=3
a5 b=10,

R.: 150.
R.: 80.

: N2,
87 /6.
: 40/2.
s /2.
2 5\/2.

N X

Calcular los lados de un tridngulo sabiendo su perimetro (P) ¥y que

(36)
(37)
(38)
(39)
(40)

P=18 y la
P35 "
P=" »
P 7
Rer@) * ™

dos proporcionales

2

”

%

g ]

"

»

3

-
-

-
-

—- 00 W
Qo N~ &
e N © o

)

R.: 4,6, 8.
R.: 9,12, 15,
R.: 20,28, 36.

R

s 15,25, 35,

A.: 10, 30, 50.

Calcular los segmentos determinados por la bisectriz sobre el lado mayor

(41)
(42)
(43)
(44)

(45)

a=24, b=32 ¢c=40.

a=205=16;, c=12

a=8, b=10, ¢ =6

a=15, b =10, ¢ =20.

1 6

R..' 1?-?—' ¥y 22?-

Rw;yu

R: 42

3
-

gy
7 Y27

R:.8 v 12

5 3

En cada uno de los tridngulos siguientes, de lados @, b y c. calcular los

(46) a=6, b=10, c=14.

(47)
(48)
(49)

(50)

a=28, b=12, c=16.

a=10, b =16. ¢ = 18.

a=06. b=12, ¢ = 10.

= 3. b:lﬁ. 6:18

b0
ES] =

P e T
ko = L

S

(&)

|m"~jlm
-
Nl B D] -

| & 2w
(o] -
ST

2
=]
=

Lo
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(51) Los lados de un triangulo miden a = 24, b= 10, ¢ = 18.
Calcular los segmentos determinados por cada bisectriz sobre el
lado opuesto.

2.5 i 12
R.: Sobre a: 8'7" 15~, sobre &: 4‘ 5?,- sobre c: Sﬁ,h‘lﬁ—.
Dividir graficamente en partes proporcionales a 2, 3 y 5:

(52} Un segmento de 10 cm.
(53) Un segmento de 5 pulgadas.
(54) Un segmento de 7.5 cm.

Hallar gréaficamente la cuarta proporcional a segmemos que miden:
(55) 2,3 y 4 cm.

(56) 4, 6y 7 cm.

(57) 1, 2 y 3 pulgadas.

Hallar graficamente la tercera proporcional a segmentos que miden:

(58) 3 y 4 cm.
(59) 4y 6 cm.
(60) 2 y 3 pulgadas,



2 x (B)x(yy)
3
J

A=

ARQUIMEDES {E? 2]3 a. d. C.) Fue el més cienti- parabélico, segmento esférico, cilinérn,- cono, es-
fico de todos los sab %'ugm.hpmdcpw- aru,ﬂa!nuﬂréhmdrﬂumdo parébola.
tida fue la Naturaleza, Estudié las dreas curvili-  El fercer gran matemdtico de la E de Qm
neas hwﬁmmud-hsmrpnslmihdospm fue APOLONIO de Pérgamo, que florecié ap

- curvas que aplicé al circulo, segmento  madamente medio siglo después de Aqsqﬁnmln

10

Semejanza de triangulos

139, DEFINICION, Deos triangulos son semejantes cuando tienen sus
angulos respectivamenwe iguales y sus lados proporcionales. El signo de
semejanza es ~.

S fA= LA, (B= /R ¥y LC= T y TA—_Q :-;B=C :E—f—r (figu-

o Iy AT

ra 115) entonces ANABC ~ ﬂ.A'B,C'. A'B B'C L A
Para asegurar la semejanza de dos tridngulos no es necesaria la com-
probacién de todas estas condiciones pues, seglin veremos mas adelante

(Art. 145) el hecho de tener algunas, nos determina todas las demas, con las
diferencias que implique cada caso.

104
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140, LADOS HOMOILOGOS.  Son los lados que se oponen a los éngulos
iguales. En la figura 115 son lados homélogos:

AByAB;, BCyBC; CAy C’A?

Cl
C /\
ok V7
A //> B I .
A B

Fig. 113

141. CARACTERES DE' LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS—
1) Idéntico. Todo tridngulo es semejante a si mismo.

AABC ~ NABC.
2) Reciproco. Si un tridngulo es semejante a otro, éste es semejante

al primero.
Si AABC ~ AA’B'C’ también AAB'C’' ~ AABC.
3) Transitivo. Des tridngulos semejantes a un tercero, son seme-
jantes entre si. :
Si AABC ~ ANA”B"C”" y NA'BC' ~ NAB'C”,
entonces: AABC ~ ANA'B'C’.

142. RAZON « DE SEMREIANZA —Es la razén de dos lados ho-
mologos.

Fig 116
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St AABC ~AA'B'C’(Fig. 110, la razon de semejanza es una cualquiera
de las razones iguales:

AB _BC _TA
A BC CA"
143. MANERA DE ESTABLECER LA PROPORCIONALIDAD DE
LOS LADOS,
1*) Determinamos la igualdad de los angulos:
LA = LA P Bl i C= 7/ C
2¢) Preparamos las igualdades:

3") En la parte superior escribimos los dngulos de uno de los triangulos,
en un orden cualquiera. Por ejemplo, tomando el AABC,
ol g . i 47

42) En la parte inferior escribimos los angulos correspondientes iguales
a los de la parte superior:
il LB v N0
i Y | el g vl

57) A cada angulo le asociamos su lado opuesto:

(LA)BC _ (LB)AC  (LC)AB
(LANBC'  (/BYAC  (LC)HA'B

i*)  Suprimimos los angulos y te-
nemos la proporcién:

BC _AC _ AB

BC.  AC,. . Ab
c 144, TEOREMA 34. Trorema

FUNDAMENTAL DE EXISTENCGIA DE TRIAN-

GUIos SEMEJANTES, “Toda paralela a
un lado de um tridngulo forma con

P\ los otros deos lados un triangule seme-
'
/ - bt "
7 jante al primero
e AP ey
X 8 HIPOTESIS:

it 4 {—>

Enel AABC. MN || AB (Fig. 117).
Fig 117 resis:  ACMN ~ AABC.
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Construccion auriliar. Por el punto N, tracemos NI || AC, forméan-
dose el ABND.

DEMOSTRACION
En los ACMN y AABC:
I = e Comiin;
M= LA Correspondicntes;
LN = 1B Correspondientes;

CM _CN =y e

— i —— I: 1 ) Por ser “H(N A B ( lllpf:‘ll?"s]ﬁ Jia

; o
(2) Por ser ND {| CA por construccion.

¢M _CN__AD
CA CB 4B

Pero: AD = MN (4) ADMN es un paralelogramo.
Sustituyendo (4) en (3):

CM CN _MN

CA CB AB
Hemos demostrado:

2C = /C

/M= /A y

/N= /B

s, ACMN ~ NABC.

(3) Caracter transitivo.

™ _ow
CA CB

Figi 118
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TEOREMA RECIPROCO. “Teodo triangule semejante a otro es igual a
uno de los tridngulos que pueden obtenerse trazando una paralela a la base
de éste”.

145. CASOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS.. Dos tridngulos
son semejantes: _

1v) 8i tienen dos dngulos respectivamente iguales (Fig. 118).

Si fA=/LA" y /B= /LB; entonces NABC ~ AA'B'C’.

2¢) Si tienen des lados proporcionales e igual el dngulo compren-
dido (Fig 119).

Fig. 119

. AR A . e
 Q— A= /A"; entonces NABC ~ NA’B'C":
AR RTA R O 4 i

3%) 8i tienen sus tres lados proporcionales (Fig. 120).

c
cl
A 8 A B'
Fig. 120
. AR R A
¢ e == tonces ABC ~ NA'B'C’,
T T RE e il 4
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146, PRIMER CASO. Teorema 33.

“Dos triangulos son semejantes

cuando tienen dos angulos respectivamente iguales”,

CI
/{l K
A . B n" Bt
Fig: 121
uiporesis.  (Fig, 121): = gty JC= U,
TESIS: NABC ~ NA'B'C.

Construccion auxiliar,

formandose el ACMN.

DEMOSTRACION:
En el ACM‘N y AA'B'C.
CM — (A’
it = S
/M= ;A
Yy fAd=gu
LM = 4
ACMN = ANA’B'C’ (1)
Pero: AABC ~ ACMN (2)

Comparando (1) y (2), tenemos:
AABC ~ ANAB'C

147. SEGUNDO CASO. Teorema 36

Gy
Tomemos CM = C’A’ y tracemos MN || AB,

L=

Por construccidng
Por hipdtesis

{—> =3
Correspondientes entre MN || A B;

Hipétesis;
Cardcter transifivo;
Por tener iguales un lado v los dos

angulos adyacentes,
Teorema fundamental de existencia,

Caracter transitivg

“Dos tridngulos son semejantes

cuando tienen dos lados proporcionales ¢ igual el angulo comprendide”,

¥ » Y AE E

1518 Fig, 122): S — BV o T in 8 < W

HipoTESIS - (Fig ) V4 Vi T E?Cﬁ
TESIS x AABC ~ NA'B'C".

Construccion auxiliar,
formandose el ACMN ~ AABC.

o> =3
Tomemos CM =CA’ y tracemos MN || AB,
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Fig. 122
DEMOSTRACION:
En ACMN y AA'B'C":
CM = AT (1) Construccion,
/€= L€ Por ' hipotesis;
En los AABC y ACMN:
—5 =¥
g—gg— =éﬁﬁ (2) Por ser M || AB por ;onstmcciélli
sustituyendo (1) en (2)
(3)

AT ey )

ACMN = AA'BC’

y como AABC ~ ACMN
y ACMN ~ NA'B'CY
resulta AABC ~ ANA'B'C’

(4) Hipotesis,

Cardcter trapsitivo;

Por tener dos lados iguales e igual
el dngulo comprendido;

~Teorema fundamental de existencia;

Caracter 1déntico;

Caracter transitivo,
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148. TERCER CASO. TeorEma 37. “Dostriingulos son semejantes cuan-
do tienen proporcionales sus tres lados”. '

Fig. 123
AB _BC _AC
AR _'E?ar 0 A!C‘!'
TESIS: AABC ~ NA'B'C.
e

Construccion auxiliar. Tomemos CM = A’C" y tracemos MN || AB,
formindose ACMN ~ AABC.

arroTesis. (Fig, 123):

DEMOSTRACION
AB BC AC

= e 2 1 NABC ~ ACMN por construccion.
MN OV~ W BN~ G e

Pero: CM =AC (2) Construccion.
Sustituyendo (2) en (1). temmps

AB _BC AC

womea - |
Pero:

AB B0 _AC
Ay FC AC
C:}mpﬁanda (LY (4. .
AB _BC _AB _ BC
MN CN AFB : 28 B'C’ Caracter transitivo.

(4)  Por hipotesis:

Tomando la 1" y 3* razones:
AB AR

MN A'B

z
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Despejando MN: MN = AB;; B _TF

Tomando la 3* y 4¢ razones:

BC _ BC_
CN P

Despejando CIV: Wz?%ﬁ =¥,

Entonces: MN = A'F Denicstrado;
Cﬁq = B Demostrado:
y CM = AC Construccion:
ACMN = NA'B'C’ Por tener sus tres lados iguales.
y como AABC ~ ACMN Teorema fundamental;
y ACMN ~ AA'B'C’ Caraeter idéntico;
resulta AABC ~ ANA'B'C’ Caracter transitivo.

149. 'CASOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS RECTANGULOS.
Como todos los tridngulos rectingulos tienen un éngulo igual, el dngulo recto,
los tres casos anteriores se convierten en los siguientes:

Dos triangulos rectangulos son semejantes, cuando tienen:

1) Un dngulo agudo igual | Fig. 124)
Cl

Fig, 124
Si /B= /B entonces NABC ~ ANA'B'C'.
IA= A =1
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2°) Los catetos proporcionales (Fig, 125)
AB AC

—_— = — anton-

AR AC

ces NABC ~ NA'B'C’. ¢’ c
L A= A" =1R.

3*) La Mhipotenusa y
un cateto proporcionales
(Fig. 125-A) .

Si

A B'
BC AC ]
=== = —— entonces ) B
BJ’Cf ‘A:tcf

125

AABC ~ NA'B'C. Fig
150. PROPORCIONALIDAD DE LAS ALTURAS DE DOS TRIANGU-
LOS SEMEJANTES. “Las alturas corréspondientes de dos iridngulos seme-

jantes son proporciorgles -a sus- lados® .

En efecto: Los tridngulos ABD y A’B’D)’ son semejantes por ser rectingulos
¥ tener un angulo agudo igual (/A = £ A").

B

I

I

l Bi

|

| I

| I

|
H | 1
Pk D 0 A D' c
Fig .125-A
AE BD

» como se queria demostrar,

Luego: s =
" FF - PD

EJERCICIOS

=> <=
(1) Si AB || ED, demostrar que AABC ~ AECD y establecer la pro-
porcionalidad entre los lados homélogos.
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C

£y

Ejer, 1 Ejer, 2

=7 >

(2) Si AB || CD, demostrar que AABE ~ ACED y establecer la pro-
porcionalidad entre los lados homélogos.
8i CD =3m, EC=4m y EB = 12 m; calcular AB. R: AB=9m.

{=» {=

»
(3) 8i AB || DE, demostrar que AABC ~ ADCE.
Si AC = 3, AD =2 y AB =4; calcular DE. R: DE =6.67.

=

{7 {=> =)
(4) 8i PQ || AB y QR || AC; demostrar que APCQ ~ ARQB y esta-
blecer la proporcionalidad entre los lados homélogos.

o B E

/ _ A

Ejer. 3 Ejer. 4
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Ejer: 6
(5) ,{Amiﬁ? /B=/C

Demostrar que AABE ~ NACD y es-
tablecer la proporcionalidad entre los

c lados homélogos.
3
FCA\B D
2 ' 3
A _A G

Ejercs- 7 al 9 Ejer. 10
&> £y el 1=
(6) SiEA I AC y DC | AC, demostrar que AABE ~ ACDB vy es-
tablecer la proporcionalidad entre los lados homélogos.

N PR
(7) SiCA 1 AD y AB | CD, demostrar que AABD ~ AACD y esta-
blecer la proporcionalidad entre los lados homélogos.
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(8) Si tenemos:
A= il=y =1R
demostrar que AABC ~
AACD vy establecer la
proporcionalidad entre los

lados homélogos.

(9) Si LA=1Ry

Ejer. 11

Ejer. 12

AB‘? L {:I.; demostrar .que
AABD ~ NABC y esta-
blecer la proporcionalidad, entre los
lados homélogos.

(10) Si AB =8 m, AC = 12 m,
ED = DB = 3m, AE = 10 m,CD =
= 5 m; demgstrar que AABE ~ ACBD
y establecer la proporcionalidad entre
los lados homélogos.

{=) =
(11) Si EB | cD y AB = 2 m;
BC = 18 m y BE = 3 m; calcular CD.
R.: CD = 30 m.
=> = K—» e
(12) AB || ED; AB | BD;
{I.; ik .&D}, DE =4m; CD =2 m;
BC = 6 m. Hallar AB. TR
=¥ §2
(13) Si EB || CD y AB =9m;
E_B“: 6 m hd C?: 80 m.
Calcular BC.
R.: BC = 111 m.
D ¢—> <~y
(14) Si.EB || CD y
AB — 12 m; EB — 8 m
y CD = 120 m.

RB.: BC = 168 m.

Ejercs. 13 v '14




Da:puit de los
Edad ll:- Oro, la

{240 a. d C.) Libliotecario del Museo de Alejandria

se da mas imp a:ﬂuncia ala mnnmin Tbaanin el 180 . d. C.‘]
ADENCIA. A Iu izquierda ERATOSTENES cuya realizacién inventé un

1l

Relaciones meétricas en los triangulos

151 PROYECCIONES Se llama proyeccion de un punto P sobre una
recta al pie P’ de la perpendicular bajada a la recta, desde el punto. La per-
pendicular se llama proyectanie (Iig. 126

Si un punto M por ejemplo, esta c.ohre la recta, su proyeccion M’ es el
mismo punto M.

Proyeccién de un segmento sobre una recta es el segmento cuyos extremos
son las proyecciones de los extremos de dicho segmento.

En la fizura 126 estan representadas las proyecciones de un segmento
sobre una recta, en distintos casos.

Cuando el segmento es paralelo a la recta, su proyeccién es igual a él.

Si el segmento es perpendicular a la recta, la proyeccidn es un punto.

117

GEOMETRIA (BALDOR] —5.

la derecha DIOCLES (siglo. 1'a .d. s:,; la Ghniwh. .
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%

"?.F"'""'__l-_".' Ty

[y -
=
<

Fig, 126

152 PROYECCIONES DE LOS LADOS DE UN TRIANGULO.—
Sean los tridngulos ABC (Iig. 127) -

G
2 &
A |
I |
i |
ied
| |
I ]
1 |
| |
| |
| I
| |
1 :
¢’ A e B8
Fig. 127] Fig. 127-2

En la figura estin representadas las proyecciones de los lados AC y BC
de los tridngulos AABC, sobre el lado AB. Las proyecciones se expresan de
la siguiente manera:

Proyec. AB

153. TEOREMA 38. Si en un triangulo rectangulo se traza la altura co-
rrespondiente a la hipotenusa, se verifica:

AC = AC Proyec. . BC =BC

1?) Los triangulos rectangulos resultantes son semejantes entre si y seme-
jantes al triangulo dado

2*) La altura correspondiente a la hipotenusa es media proporcional entre
los segmentos en que divide a ésta.

3?) La altura correspondiente a la hipotenusa es cuarta proporcional entre
la hipotenusa y los catetos

4°) Cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y su proyec-
cion sobre ella.
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54} La razon de los cuadrados de los catetos es igual a la razon de los seg
mentos. que la altura determina en la hipetenusa,

44y AADC <~ AABC; (Fiy 128
AADB ~ AABC; memm C

o4 CD AD
' AD DB
U AC - AD 90°¢
1_;1} zf(:j e AC- E —_— E
LAC - €D A8 BD
J'—jl]-:} :.__4:53 :——uéuﬁ
"’ AB* DB A 2
HIPOTESIS? Fig. 128

El AABC es rectangulo en /A. AD es la altura correspondiente a la
hipotenusa.

DEMOSTRAGION 19%).
Comparemos los AADC y AABC:

/_’D — Z.A Rectos:
S s Comun:
ANADC ~ NABC i &) Por rectangulos con un éngulp agu-

do igual.

En AABD y AABC:

LD = éA Rectos;
é:B = /B Comun;
AADB ~ NABC (2) Por rectangulos con un angulo! agu-

do igual.
Comparando (1) y (2), tenemos:
AADC ~ ANADB Caracter transitivo,

DEMOSTRAGION - 28):

Escribiendo la proporcionalidad existente entre los lados homdlogos

de los tridngulos, que segin la demostracién anterior son semejantes,
ANADC ~ NABD, obtenemos que:

.S Ql
'CJI o
s
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DEMOSTRACION 3%):
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Planteando la proporcionalidad entre los lados homélogos de los tridngu-

los semejantes AADC y AABC. tenemos:

DEMOSTRACION 44):

x
AC

—
ju—

Sk

Escribiendo la proporcionalidad entre los lados homélogos de los triangu-

los AADC y AABC y entre los lados homélogos de los tridngulos AADB vy
y AABC, resulta: BC _AC BC AB
P e R ¢ e

DEMOSTRACION &%)

Producto de medios igual a producto de extremos.

i _ac D tracion 4
_—= == Smosiracion 44
oD emostracion :
B _ b L
AB BD Jemostracion 44.
ABr—=BC-BD (2)

Dividiendo miembro a miembro (1) y (2), tenemos:
AC* BC-CD
AB*  BC - BD

. f_ﬁz = 2 Simplificando,
Ap* B
154. TEOREMA 39 TEeorEMA DE

Prracoras. “En todo 'triangulo
rectangulo ¢l cuadrado de la longitud
de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de las longitudes de

los catetos”.

HIPOTESIS:
AABC (Fig 129) esrectanguloen / A.
BC = a es la hipotenusa.

AB — -

TESIS: @@=+ ¢

Construccion auziliar. Tracemos
la altura AD = h, correspondiente a la
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DEMOSTRACION:
a b a c Cada cateto es média proporcio-
b CD ¢ DB nal entre la hipotenusa y su

proyeccion sobre ella.

b”':a-@ ] (1)
cE=a DB (2)

Sumando (1) y (2). tenemos:
4+ct=aCD+a DB

Lo B t=a (CD 4 DB) (3) Factorizando.
Pero: fﬁ+-ﬂﬂ =g (4) Suma de segmentos
Sustituyendo (4) en (3):
B4 ct=al(a) s :
BP4ct=a Efectuando operaciones.

155. COROLARIO 1. “En todo tridngulo rectangulo, la hipotenusa e
igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos™.

De la igualdad: @ =B 4 e,
sacando raiz cuadrada en ambos miembros,
RN E

COROLARID 2°. “En todo triangulo rectangulo, cada cateto es igual

a la raiz cuadrada del cuz .
drado de la hipoicnusa,
menos el cuadrado del otro
catéto”.
De la igualdad:

a = b 4 &3
despejando los catetos:

c=a—b;
extrayendo raiz cuadrada:

b=\Va&—c;

& — b Fig. 130

156, TEOREMA 40, GENERALIZACION - DEL. TEOREMA DE PITAGORAS
(CUADBADO DEL LADO OPUESTO A UN ANGULO AGUDG EN UN TRIANGULO).
“Fn todo triangulo, el cuadrade del lado opuesio a un dngulo agudo es igual
a la suina de los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble del producto
de uno de estos lados por la proyeccién del otro sobre éI”.
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urroTEsts: Enel AABC (Fig 130) el £ A4 < 90°.
Prﬂyecﬂs b— AD.

TESIS: @=b+c—2c- AD.
DEMOSTRACION.
En el ACDB:
@ = CD? + DB (1) Teorema de Pitagoras:
En el ACDA:
CI)2 _— bE—Ajﬁ {2) Il;tlrrt_ﬂ:;gl'il_; [1{‘! tedorema !.!.1_" ]}I
En el segmento AB: B
DB =¢—AD (3) Resta de segmentos.
Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:
@ = b — AD? + (e — AD)?
De donde:
@ =b—AD? +c2—2¢- AD + AD? Desarrollando elrenadrado;
E=b+c—2c¢- AD Simplificande.
157. TEOREMA 41, COADRADO DEL-TADO QPUBSTO A UN ANGUILO OBTUSO.

EN UN TRIANGULO. “En un tridngulo obtusangulo, el cuadrado de]l lado

opuesto al angulo obtuso, es igual a la suma de los cuadrados de los otros

dos lados, mas el doble del

c producto de uno de estos

lados por la proyeccion del
otro sobre él”.

HIPOTESIS
En el AABC: (Fig, .131)
el /A > 90°.
AD = Proyec.  b.

B
TESIS
Fig. 131 =04+ 2c AD.

DEMOSTRACION .
En el ACDB: .

at = CD? + DB (1) Teorema de Pitagoras.
En el ACDA:

CIE=bh— ADE (2) Corolario del teorema de Pi-

taporas.
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Ene_l_fggmentum:
DB = ¢+ AD (3)

Suma de segmentos.

Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:
@ = b*— AD? + (c + AD)?

De donde:
=0 —AD*+ ¢+ 2¢- AD + AD?
@=b+c+2¢- AD

Simplificando.

. 158, CLASIFICACION DE 'UN TRIANGULO CONOCIENDO LOS
TRES LADOS. Del teorema de Pitigoras y de su generalizacién, hemos
visto que:

Cuando 4 A — 1R:
i O S
Cuando 7 A < 1R:
@ =PFct— Qi AD;
@ < by
Cuando £A4 > 1R:
g =ff 2= Dy - AP

as > B -+ ¢

Es decir: “U/n tridgngulo es rectangulo. acutingulo u oblusingulo, cuando el

cuadrado del lado mayor es igual. menor o mayor gue la suma de los cuadra-
dos de los otros dos lados”

Ejemplos:

1) Clasificar el tridangulo cuyos lados miden: ¢ =50 cm, b= 40cm y
¢ = 30 cm.

Cuadrado del lado mayor: «* = 502 = 2500.
Cuadrado de los otros dos lados: b2 = 402 — 1600
- ¢=300= 900
Sumando: 5 4+ 2= 2500

Vemos que se cumple: o = b4 & El triangulo es rectingulo -

2) Clasificar el tridngulo cuyos lados valen a—=12cm, b= 10cm y
c=8cm.
Cuadrado del lado mayor: «® = 122 = 144.
Cuadrado de los otros dos lados: 52 = 102 = 100
' = 8= 64
Suma = 164

El triangulo es acutdrigulo

Vemos que se chmple: aE< P4
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3) Clasificar el triangulo cuyos lados valen @ — 30 em, b=24cm y
¢ = 16 cm,

Cuadrado del lado mayor: a*= 30? = 900.
Cuadrado de los otros dos lados: 5? — 242 — 576
=162 = 256
Suma = 832
Vemos que se cumple: a > b* 4 2 o Bl tridangulo es obtusdingulo
159 CALCULO DE LA PROYECCION DE UN LADO SOBRE OTRO,
De acuerdo con la generalizacién del teorema de Pitagoras, sabemos que:
@ = b* 4 ¢* 4 2 ¢ Proyec. X b,
cuando ¢ se opone a un angulo obtuso. Y
at = bz+cz—a25:Pmyec.c b,
cuando @ se opone a un angulo agudo.
Despejando la proyeccién tenemos: en el primer caso,

p 5 W b — ¢t
e 2o 4
y en el segundo caso,
[/
Pmyec.c b= o

Analogamente se calcula la proyeccién de cualquier lado sobre otro.

160. CALCULO DE LA ALTURA DE UN TRIANGULO EN FUN-
CION DE LOS LADOS., Sea el AABC (Fig, 130):

Tenemos: CD: = b* — AD%; (1)
af.:bhl—c’—QcIﬁ (2)
: e — bf+cﬂ—~a-
De (2), despejando AD resulta: AD =— Ac (3)
De (1) y (3): c‘m‘:y__(“"ﬁi“"‘! ; (4)
b4 ¢t — g2 B .
D = (b+ = ) (bﬁ £ ) (5)
w [ PH+2bc+ct—a? =t Qbe . (6)
'_'( 2¢ ) ( 2 :
L(b+£)2_a2] [ag_(b_ﬂ)g.‘l {}'}
4 ¢

(5+C+ﬂ') (bt+e—a) (a+b—c) (e—b+c) . (8)
4 ¢?

"
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y como a4+ b+ c=2p (perimetro), resulta:

LB ]

(B~ 42.0=0 G—b) (—0) e

sememie S . .
CD==Yplp—a) (p—5) (p—eo). (10)
EJERCICIOS

Si a es la hipotenusa y b y ¢ los catetos de un n'iéngula rectangiilo,

calcular el

(1).
(2
(3) -
(4)
(5)

lado que falta:

bz=10cm, c¢=6cm.

R:a=9y 3 cm
b=30cm, c¢=40cm. R: a—=50cm,
e=32m e=12m. B: b=4V55
@=32m, ¢=20m. R: b=4V 39 m,
a=100Km, b = 80 Km, R; e=60Km.

Hallar la hipotenusa (%) de un triangulo rectdngulo isésceles sabiendo
que el valor del cateto es:

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
Hallar

lado vale:

(11)
(12)
(13)
(14)
(15)

c=4m. H ' 4(\/"271’11,
c=6m. R: h= 6\/2m.
c= 15 cm. R:h=15\/2m.
e=11 cm. R: h= 112 m,
la altura (h) de un tridngulo equildtero sabiendo que el
I =12 cm. R: h= 6\/3cm,
l=8cm. R: h= 4/3 cm,
l=4cm. i R: h= 2\/3cm,
l=10m. R: h= 5/3m.
I=30m. R.: h=10n/3m,

Hallar la diagonal (d) de un cuadrado cuyo lado vale:

(16)
(17)
(18)
(19)
(20)

l=15¢em. R:d=15/2m
l=9cm. R:d= 9/Cem
l=7cm. R:d= 7\/2cm
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Hallar la diagonal (d) de un rectingulo sabiendo que los lados a y &
miden lo que se indica:

(21) a=2m, b=4m. R: d= 2\/_6111.
(22) @a=4m, b=8m. R:d—=10m.
(23) a=bm, b=6m. R.: d—= \/ﬁm
(24) a=7m, b=9m. R.: d= ‘\/_136111.
(25) a=10m, b= 12 m. R.: d = 22/61 m,

(26) Hallar los lados de un tridngulo rectingulo sabiendo que son ni-

meros consecutivos. R:3 4ys5,
(27) Hallar los lados de un tridngulo rectangulo sabiendo que son ni-
meros pares consecutivos, R.: 6, 8 y 10,

(28) Hallar los la-
dos de un tridngulo cua-
drado sabiendo que se
diferencian en 4 unidades.

R.: 12, 16, 20,

(29) La diagonal de
un cuadrado vale 5v/2m.
Hallar el lado del cuadra-
do. R:l=5m,

(30) En la figura:

‘AE = BD = 30 c¢m;

ED = 40 cm.
Calcular AB.

Ljer, 30 R: AB = ](}v’q;l-_, om,

Clasificar los triangulos cuyos lados a, b y ¢, valen:
(31) a=5m, b=4m, c=2m.
R.: Obtuséngulo.
(32) a=10m, b=12m, c=8m.
R.: Acutangulo,
(33) a=15cm, b= 20cm, ¢ = 25cm.
R.: Rectangulo,
(34) a=3em, b=4cm, c¢=2cm.
R.: Obtusingulo
(35) a=1m, b=2m, c=3m.
R.: Obtusangulo.

En la figura:

B (36) Sizx=4, y=0 Calcular k.
R.: h=6.

g




- Jmﬁ'-‘trmibm -Laf TR S B

g R “‘5 i '_*‘ﬁn -kﬁi'i = tﬂﬁt i3 IE:;I_H-'.\ oL
s R T R O T
LR “'!v.’f""imﬂ AR

\-L.?ﬂ-z- R e b S 'L

(RS L r e 5 P A VS VI A Ve S et St =23 S A e
: X 1 et ' 3 )
AT ATaRl Rl TR0, SR LGNS Qe LSS s B SRS A R i R o
o 3 2 }_
e it AR b - § ™ . i b S— ol P e N e
i % _r‘: B s e | ] e T Uy Tk "E:.'_T_—gu_"_-l RS 32 Rl N3 oaee e CANT T [ P e e G
o T § :‘1\3".-3'_1"‘.' O - iy !
- - = \ g .
A -~ AR Fid e g, T e - =
G2 O et e w7 SRR e ) w5 8 Erl O
- v .
x .=
L L s .
- =
"~ e
(S} -L'_ el T I e
0 * N

""*,-1’; feleimry oup ofi: aber s 5
.-_- 1"-5 ﬁ'ﬂ“i 21 hls a-u‘tn&“lru.t.ﬂ_.r fivie m. G
=0 Al ob sisnil wok D '& A pating sl

e S sarha ﬂ.ﬁ'??‘ Hoop
-8 ﬂ"ﬂ"ﬂ m;ﬁﬁqﬂtWHitl'ﬁ W0 3G G T 'r-n 'r-~'= o T o Y a T T

T L BROSTRE 5b ool L Stngit kb eh slhncrstiioni el ReMRoil e v slugedy

30 8ws vord



LXAGCRAMA
MISTICO

BLAS PASCAL (1623-1662). Nifio prodigio, mosiré su  nicas». La notable diferencia de concebir las céni-
aficién o las moteméticas desde su mas tierna  cas con respecto a Apolonio de Perga hacen de
edad. Llegé él sélo a descubrir 32 de las proposi- Pascal el iniciador de los métodos de la Geo-
ciones de Euclides, expuestas en los «Elementos». metria moderna. Hombre mistico, ha pasado a la
A los 16 aifios escribié un «Ensayo sobre las c6- Historia mas bien como literato que matematico.

12

e [ : ’ |
(,- rcunierencia y CIrculo

161. DEFINICION. Circunferencia es el conjunto de todos los puntos
de un plano que equidistan de otro punto llamado centro. La figura 132 re-
presenta una circunferencia de centro O,

Los puntos A, B, C, son puntos de la circunferencia y los segmentos:

OA =08 = 00 =7,
se llaman radios.

Las circunferencias se denominan por su ceniro mediante una letra ma-
yuscula y su radio, Asi, la circunferencia de la figura 132 es la circunferencia
O y radio r.

128
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162, PUNTOS INTERIORES Y PUNTOS EXTERIORES. La circun-
rencia divide al plano en dos regiones, una exterior y otra interior.
OM >r; ON < r; - OP=r

Fig. 132 e o S e |
Los puntos como M, cuya distancia al centro es mayor que el radio se
llaman }:::}u.nli'r_'os.. E;';tgr’iﬂres;_ los lﬁlﬁ (_;E_!mﬁ N 5 dmt&ﬂ&éieentmmqueei radio
se llaman puntos interiores y si como en el caso del punto P, su distancia al cen-
tro es igual al radio, son puntos que pertenecen a la circunferencia (Iig. 137).
163, CIRCULO. Es ai!:ﬁr;}t;ma de todos los puntos de la circunferen-
cia y de los interiores a la misma (Iig. 134). LA

Fig 134
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164. CIRCUNFERENCIAS IGUALES. Son las que tienen radios iguales.

165. ARCO DE LA CIRCUNEFERENCIA. Es wuna porcién de
circunferencia.

Fjemplo: El arco AC (Fig 135). que se representa NAC.

166. CUERDA. Es el segmento determinado por dos puntos de la cir-
cunferencia: CD (g 135,

De los des arcos que una cuerda determina en una circunferencia, se
llama arco correspondiente a la cuerda NV, al menor de ellos.

167, DIAMETRO. Es toda cuerda que pasa por el centro: AB | Mig, 135,
El diametro es igual a la suma de dos radios:

AB:AO—{—OB:}*+I’:2F
168. POSICIONES DE UNA RECTA Y UNA CIRCUNFERENCIA.—

s
Una recta como EF (I'iz. 135) que tiene dos puntos comunes con la eircun-

ferencia se dice que es secanie.
§i la recta tieme un solo punte comin con la circunferencia, como

{—2
la IJ (I'ig. 135). se dice que es tangenie y al punto P se le llama punto de
tangencia o punto de contacto.

Si la recta no tiene ningin punto comun con la circunferencia, como
=)
la MN (Fig 1357 se dice que es erterior.

169. FIGURAS EN EL CIRCULO. La parte de circulo limitada entre

una cuerda y su arco se llama segmento cireular (Fig. 136-A)
La parte de circulo limitada por dos radios y el arco comprendido se
Nlama sector circular (Fig, 136-B).

O®O0C

Fig. 136-A Fiz, 136-B Fig. 136-C Fig. 136-D

Corona circular (Fig. 136-C) es la porcién de plano limitada por dos
circunferencias concéntricas.
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Trapecio cireular (Fig. 136-1)) es la porcion de plano limitada por
dos circunferencias concéntricas v dos radios.

170, ANGULOS CENTRALES Y
ARCOS CORRESPONDIENTES. An-
gulo central es el que ltiene su vértice
en el centro de la circunferencia:

L AOB (Fig. 137).

El arco correspondiente es el compren-
dido entre los lados del danoulo central:
NAB es correspondiente del /AOB.

171. IGHALDAD DE ANGULOS
Y ARCOS. En una misma circunfe-
rencia o en circunferencias que sean
iguales a dngulos centrales iguales co-
rresponden arcos iguales, Fig, 137

Asi. si la circunferencia O es igual a la circunferencia O’ ¥ /L AOB =
= LA'O'B" (Fig. 138, entonces también NAB = NA'B’.

Reciprocamente, si circunferencia O = circunferencia O’ y NAB = NA'B’,
entonces: / AOB = s AO'F’.

172. DESIGUALDAD DE ANGULOS Y ARCOS. En una misma cir-
cunferencia o en circunferencias iguales. a mayor dngulo central le corresponde
mayor arco (Fig. 139).

Si circunferencia @ = circunferencia O’ v /£ AOB < / A'OQ'B’. entonces:

NAB < NA'H
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173. ARCOS CONSECUTIVOS, Y SUMA Y DIFERENCIA DE ARCOS.
Dos arcos son consecutivos cuando lo son sus angulos centrales.

Fig. 139

Como LAOB y /BOC son consecutivos, "AB y "BC también son con-
secutives, (Fig. 140,

Swmea de orcos. En una circunferencia se llama suma de dos arcos
consecutivos al arco cuyo angulo central es la suma de los angulos ::entrales
rrespondientes a los arcos dados.

Diferencia de arcos. Dados dos arcos desiguales de una circunferencia,
se llama diferencia de ambos al arco que sumado al menor (sustraendo)
da el mayor (minuendo).

Fig 140 Fig 141
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174. ' TEOREMA. 42.
a la circunferencia y al circulo en dos partes iguales”.

PropiEpabpes pEl- biAMETRO, “Un diametro divide

AB es un didmetro de la circunferencia O (Fig. 141).

NAPB —=NAP'B.
Parte APB del circulo = Parte AP'B.

HIPOTESIS:

TESIS.

Construccion auziliar. Tomemos un punto cualquiera P, en uno de los
arcos en que AB divide a la circunferencia; tracemos por P la perpendicular
al didmetro, que cortara a éste en M y a la circunferencia en P’. Se formaran

los triéngulos AOMP y AOMP'.

DEMOSTRACION .

En AOMP y AOMP': oM — OM Comun;
oP = OF Radios;

Par construiccion;

L OMP = /OMP' = 90°
S AOMP = AOMP

MP = MP

Doblando la figura por AB hasta que el semiplano
gue contiene a P coincida con el semiplano que
contiene a P’, tendremos: MP coincidira con MP.
Entonces, el punto P coincidird con el punto /.
Como esto se verifica para todos los puntos de
NAPB, resulta NAPB — NAP’B. A la vez las por-
ciones de plano comprendidas entre los arcos y el
C didmetro, coinciden.

Por tener iguales la hi-
potenusa y un cateto.

VP — TP

A

175. SEMICIRCUNFERENCIAS: Los ar-
cos iguales determinados por el didmetro, se
[laman semicircunferencias.

176. SEMICIRCULOS. Las porciones de
plano limitadas por las semicircunferencias vy
el didmetro se llaman semicirculos.

177. TEOREMA 43.

B mavyor cuerda de la circunferencia”.

riporesis.  En la circunferencia O, (figu-
ra 142); CD — diametro ¥ E: cuerda.

CD > AB.

“El diametro es la

TESMS:
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Construccién auziliar. Unamos A y B con O, forméndose el ANAOB.

DEMOSTRACION:

En el AAOB:

AO + OB > AR (1) Postulado de la menor distancia
= : -entre dos puntos.
Pero: AO =CO (2
. - ) Radiﬂs;
y OB = 0D (3) .
bu.uhtuyenda (2} ¥ (3) en (1):
CO + 0D > AB (4)
Pero: O+ OD =D (5) Suma de segmentos,

Sustituvendo (5 en (4

A

CD > AR

Fig 143

DEMOSTRACION:
Fn ACOM vy ADOM:

OC — 0D
ademds:  AB | TD
ACOM — ADOM

Como queriamos demostrar.

178. TEOREMA 44. " “Todo dii-
metro perpendicular a una cuerda, di-
vide 'a ésta y a los arcos subtendidos en
partes iguales™.

Heotesis: En  la circunferen-
cia O (figura 143): CD = cuerda;
AB = diametro .y AB | CD.

rEsiss CM =MD, OCB= OBD
¥ ﬂAC’:t'ﬁA_D.

Construceion auzilior.  Unamos.C
v D con O, formandose los tridgngulos
rectangulos ACOM y ADOM.

Comiin ;
Radios;
Hipotesis;

Tridngulos re¢tangulos que tienen igua-
les la hipotenusa y un cateto;
Lados homdloges de tridngulos iguales:

Por aponerse a lades iguales en triangu-
los iguales;

Por arces correspondientes a angulos
centrales iguales.
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Por otra parte:
NACB = NDADB (2)  Porisemicircunferencias,

Restando (1) de (2) tememos:
NACB — NCB = NADB — 0OBD

NAC = NAD. Como “gueriamos demostrar,

179: TEOREMA: 45 RELACIONES ENTREY 1.AS CUERDAS Y 1LOS ARCOS
CORRESPONDIENTES. “Em una misma circunferencia, o en circunferencias:
iguales, a arces iguales corresponden cuerdas iguales, y si dos arcos son

desiguales (menores que una semicircunferencia) a mayar, arco corresponde
mayor cuerda”.

1t Parle: . '

wirorests: - En'la circunferencia O (Fig. 144): ®"AB = CD.
AB y CD cuerdas correspondientes.

TESIS: AB = CD.

Construceion auriliar. Se unen A, B, C y D con O, formando les trian-

gulos AAOB y ACOD.

BEMOSTRACION

En 1 AOB y [ COD:
OA =0B=0C =0D Radios;

L AOB =/ COD Angulos centrales cuyes drcos coprespondientes
: sort iguales por hipdtesis;
. AAOB = ACOD Por tener igualgs dos lados con su dngulo,
AB =CD Lados homdlogos-de triangulos iguales,

Fig. 144 Fig. 145
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2" Parte.

miroresis: En la circunferencia O, (Fig. 145). OAB > NCD y ambos
menores que una semicircunferencia.
AB y CD cuerdas correspondientes.

TESIS: EF - C‘“D‘

Construccion auxilias. Se unen A, B, C y D con O, formando los trian-
gulos AAOB y ACOD.

DEMOSTRACION
En AAOB v ACOD:
OA =08 =0C =00 Radios;
OHAOB > ACOD YAEB > NCD hipdtesis;
AB > €D En dos tridngulos que tienen dos lados respec-

tivamente lguales y desigual el dangulo
comprendido. a mayor éngulo se. opone
mayorlado.

180. TEOREMA RECIPROCO. “En una circunferencia, o en circunfe-
rencias: iguales, a cuerdas iguales corresponden arcos iguales, y si dos cuerdas
son desiguales, a la mayor corresponde
mayor arco (considerande arces meno-
res que una semicircunferencia),

181. TEOREMA 46. RrracioNEs
ENTRE LAS CUERDAS Y SUS DISTANCIAS
AL cEnNTrRo, . “En uma circunferencia,
o en circunferencias iguales, cuerdas
iguales equidistan del centro, y de
dos cuerdas desiguales, la_mayor dista
menos del centro”.

1% Parte:
HIPoTESIS. (Fig, 146);

AB=TD; OM 1, AB; ©ON . CD.
Fig 146 TESIS: OM = ON.

Construccidn aurilior. Unamos B y C con O, forméndose los triangulos
rectangulos AOMB y AONC.

pEMosTRACION.  En los AOMB y AONC:
0B = OC Radios;
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MB = NC
s« AOMB= ANONC

OM = ON
2¢ Parte: :
mipoTesis, (Fig 147 )

AB>CD, OM ; AB; ON 1 CD.
TESIS: ﬁ“ﬁ < ON.

Construccion auxiliar.  Con una
obertura del compéas igual a la cuer-
da CD, y a partir de 4, marquemos
el punto E en este arco, y tendre-
mos AE =CD; sea ON’ | AE su dis-
tancia al centro.

DEMOSTRACION:

NAE = 0CD
cuerdas iguales corresponden arcos
iguales ),
Pero: NAB > NCD
e NAB > NAE

.« El punto E es un punto interior
del NAB;

NV’ es el punto medio de AE;

El segmento ON’ corta a AB por
estar O y V' en semiplanos distin-
tos respecto AB; sea P el punto de

interseccién de ON’ y AB.

OM < OP
y OP < ON
OM < ON’ €))
y como: ON' = ON (2)
De(2)y(1): OM <ON

Mitades de cuerdas iguales;
Rectdngulos que tienen iguales la hipotenusa y

un cateto:

Lades homdlogos de triangules iguales,

Fig. 147

AB > CD por hipbtesis;

Caracter transitivo;

Todo didmetro perpendicular a una
cuerda divide "a ésta y al arco
subtendido en partes iguales;

Postulado de la
plano;

separacion del

perpendicidar.. v OP
oblicua;

OM .es :la

Poriser OP parteide ON;
Carécter transitivo;
1* parte.

Como’ queriamos dernostrar
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182. TEOREMA RECIPROCO. “En una circunferencia o en circunfe-
rencias iguales las cuerdas equidistantes del centro son iguales, v de dos cuerdas
que no equidistan del centro, la que menos dista es la mavor”.

183 TANGENTE A LA CIRCUNFERENCIA. Como ya hemos dicho,
es una recta que tiene un solo punto comin con la circunferencia (Fig._148).

El punto comun. P, se llama “punto de tangencia”™ o “punto de contacto”

T

] L]
X T
Fig, 148 Fig. 149
184.. TEOREMA 47. PROPIEDAD DE LA TANGENTE EN b PUNTO DE
conNTacTO. “"La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio en el
punto de contacto”,
<—7
miroTesis: - 117 es tangente en A a la circunferencia (Fig. 149).
OA es el radio en el punto de contacto.

4 2 .
TESIS: T 1.848:
mescas e .
pEMosTrACION: St OA no fuere perpendicular a 77" seria oblicua Y,
en este caso, habria otra oblicua OB que seria igual a OA (la que se apartara
igual que OA del pie de la perpendicular). Si OB — OA entonces B seria un

e 4
punio de la circunferencia y la recta 77’ no seria tangente porque tendria
dos puntos comunes con la circunferencia.

185. TEOREMA RECIPROCO. “Si una recta ies perpendicular a un ra-

dio en su extremo, es tangente a la circunferencia”,
; kg B R S
HIPOTESTS: TT" | OA, en A (Fig. 150}.
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{—> 3 ;
TESIS: TT' es tangente a la circunferencia O.

T

pEmostRACION: La recta T so-
lo tiene comtin con la circunferencia el
punto A, porque cualquier otro punto
B es exterior por ser OB > OA ya que
OA es la perpendicular y OB es oblicua.

Por tanto:
¢—>
TT' es tangente por tener un solo

punto comun con la circunferencia.

COROLARIO. Por cada punto de

una circunferencia pasa una tangente

y solo una.

186. NORMAL A UNA CIRCUN-
FERENCIA. Es la perpendicular a la Fig 150
tangente en el punto de
contacto. En la figura 151
la normal en A es:

Y S
NN' | TT". T

Como la tangente y
el radio son perpendicula-
res en el punto de contac- : .
to, la normal en cada pun- N ' N’
to de la circunferencia
pasa por el centro,

Para trazar la nor-
mal a una circunferencia
que pase por un puntc T
dado, interior o exterior, Fig. 151
basta con trazar la recta que pasa por dicho punto y el centro de la
circunferencia.

Asi, la normal a la circunferencia O que pasa por M (figura 152)
— >
es GM y la que pasa por N es ON.
1R7. TEOREMA 48. DISTANCIA DE UN PUNTOQ A UNA CIRCUNFE-
rENGIAL “La distancia minima de un punto a una circunferencia, es el
menor de los dos segmentos 'de. normal : comprendides entre ¢k punto y la
circunferencia”,
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ier. easo. El punto es interior,

HipoTesis: P oes un punto interior de la circunferencia O (Fig. 153).
<>

AB es la normal que pasa por P.
PC distancia de P a un punto cualquiera de la circunferencia.

TESIS: T’E < W

]

Fig 152 Fig. 153

Construceion auxiliar. Unimos O con C, formandose el AOCP.
DpEMOSTRACION: En el AOCP:

OC < OP+ PC (1)  Postulado de la. distancia minima;
Pero: OC =04 =OP 4 PA (2) Badios; suma de segmentos.

Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
OP 4+ PA < OP + PC

PA < PC ‘Simplificando.

2" caso. El punio es exterior.

HIPOTESIS; P es un punto exterior a la
circunferencia O (Fig. 154).

AB normal que pasa por P.

PC distancia de P a un punto cualquiera
de la circunferencia.

TESIS: —P—A & HPT

Construccion auzxiliar. Unimos O con C,
Fig 154 forméandose el AOCP,
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pEMOSTRACION. En el AOCP:
PA 4+ 0OA < PC+ OC (1) Un lado es menor que la suma de
Peas DI (@) Badios los otros des.
Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
PA+OA<PCH+04
" PA<PC Simplificando.

188. PQSICIONES_ RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCIAS.—
Dos circunferencias pueden tener, en un plano, varias posiciones relativas,
y de acuerdo con ellas se cumplen una serie de propiedades.

Fig. 155 Fig. 156

-

Fig. 157 Fig. 158
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Fig, 159 Fig. 160

189, CIRCUNFERENCIAS EXTERIORES. Los puntos de cada una son
exteriores a la otra (Fig 155 :

190. CIRCUNFERENCIAS TANGENTES EXTERIORMENTE. Tie-
nen un punto comin y los demas puntos de cada una son exteriores a la
otra I_I‘1L3;J,. 156,

191, CIRCUNFERENCIAS SECANTES. Si tienen dos puntos comu-
nes (fig 157).

192, CIRCUNFERENCIAS TANGENTES INTERIORMENTE. Si tie-
nen un punto comun. y todos los puntos de una de ellas son interiores a
Ia otra (Dig, 158,

195, CIRCUNFERENCIAS INTERIORES. Cuando todos los puntes de
una de ellas, son interiores de la otra | Fig. 159). '

194. CIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS. Cuando tienen el mismo
ceniro ( 1’»"15;-_ 160y

TFig. 161 Fig. 162
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Propiedad. de dos circunferencias exteriores. En dos circunferencias exte-
riores la distancia de los centros es mayor que la suma de los radios (Fig. 161 ).

00 =d=r4 r4+MN; vo d>rtr.
Propiedad de dos circunferencias tangentes exteriormente. En dos cir-

cunferencias tangentes exteriormente la distancia de los centros es igual a la
suma de los radios (Fig. 162).

d=00 =r+r; 0 d=r o,
Prepiedad de dos circunferencias secantes. En dos circunferencias se-

cantes la distancia de los centros es menor que la suma de los radios y mayor
que la diferencia (Fig. 163). En el AOPQ'":

?ﬁ:d{r-}-r"_: Joo @ 1

Fig. 163 Fig, 164

Propiedad de dos cireunferencias tangentes interiormente. En dos cir-
cunferencias tangentes interiormente la distancia de los centros es igual a la
diferencia de los radios (Fig. 164).

Y =d=r—; s e e P,

Propiedad de dos circunferencias interiores.
En dos circunferencias interiores la distancia
de los centros es menor que la diferencia de
los radios (Iig. 165).

d=00 =0B—0B (1)
Pero: OB —=0'A + AB=1r'+ AB (2)

Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
d=00 =0B— (' + AB)
. d=O0OB—r —AB
S d=r—r—AB
Sy gL r—r. : Fig 165
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Propiedad  de dos circunferencias concéniricas. En dos circunferen-
cias concéntricas la distancia de los centros es igual a cero (Fig. 166).
Como los centros coinciden d = O.

195. TEOREMA 49. De lo dicho en los parrafos anteriores resulta: Dadas
dos circunferencias situadas en un mismo plano, se verifica:

1?) Si son exteriores, la distancia
entre sus centros, es mayor que la suma
de los radios.

2?) Si son tangentes exteriormente,
la distancia entre los centros es igual a

. la suma de los radios.

3¢) Si son secantes, la distancia en-
tre les centros es menor gue la suma de
los radios v mayor que su diferencia.

4*) Si son tancentes interiormente,
la distancia entre los centros es igual a
la diferencia de los radios.

5*) Si son interiores, la distancia

entre los centros es menor que la dife-
Fig 166 rencia de los radios.

6*) Si son concéntricas, la distancia entre los centros, es nula.

196. TEOREMA RECIPROCO. Si d es la distancia entre los centros de
dos circunferencias de radios r y r’, se verifica:

1"y 8id>r++r ——— Las circunferencias son exteriores.
2') 8id=r-4+ —————  Las circunferencias son tangentes exte-
riormente.

3) Sid<r+7

I.as circunferencias son secantes.

¥ d > r—ox
4) Sid=r—7 ——— Las circunferencias son tangentes inte
riormente.
5%) Sid<r—r ———  Las circunferencias son interiores.
6%). 8i 4=0 ~—  Las circunferencias son concéntricas.

197. TEOREMA 50. *“Los arcos de una circunferencia comprendidos entre
paralelas, son iguales”.

Primer caso. Las pardglelas son secantes,
—> = > 4=

mipOTesis:  ABy CD son secantes y AB || CD (Fig. 167).
TESIS: NAC = NBD.
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Construccion auxiliar. Tracemos el didmetro 54_?;’} 4 z:i_é que también
sera perpendicular a &_5 ya que A:g {] E‘B
. DEMOSTRACION:
NCM =DM (1)
y NAM = "BM (2) Todo didmeiro perpendicular a una

cuerda, divide a ésta y al arco subten-
dido, en partes iguales.

Restando (2) de (1):

NCM — DAM = DM —PBM (3)

Pero: NCM —"AM =NAC (4) Resta de'arcos;
y DM —"BM =9BD (5)

Sustituyendo (4) y (5) en (3), tenemos:

o S .. < ORI = W

N
Fig 167 : Fig 168
Segundo-caso. Una dé-las paralelas es secante y-la otrg es tamgente.

=3 =3 =) >

miroTESIS:  AB es tangente, CD secante y AB || CD (Fig. 168).

TESIS: OCM = 0DM.
Construccién auziliar. Tracemos el didmetro MN, en el punto de
contacto M.

DEMOSTRAGION
MN | AR El didmetro es | a la tangente en el punto de ¢ontacto.
{—=> <= '
MN 1 CD Porque CD || AB por hipétesis,
SLOCM = 0ODM Todo didmetro | a'una cuerda, divide a ésta y a los

arcos subtendides, en partes iguales.
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Tercer caso. FLas dos paralelas son

tangéntes.

HIPOTESIS: ;13 es tangente en M,
<> = =
CD es tangente en N y AB || CD.

resis:  OMEN = NMFN.

Construccion auzxiliar Tracemos

la secante l;.'; || Jﬁs‘}, que serd tam-
bién EF || CD.

DEMOSTRAGION

OEM = OFM (1)

Por el segundo caso.
NEN = OFN (2)

Sumando ordenadamente (1) y (2), tenemos:

NEM + OEN = OFM + "\WWN
Pero: NEM 4 NEN ="MEN
y DEM 4 OFN = OMFN
Sustituyendo (4) y (5) en (3):

NMEN = OMFN.

(3)

(4) Suma de arcos.

(5)

EJERCICIOS

(1) 8i AD = DB: demostrar que NAE = OFB.

C

Ejer. 1

C

Ejer.
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(2) Si NAM = OMB; demostrar que CM | AB.
(3) Si AB =BT, demostrar que AABC = ACBO.

B
D
Ejer. 3 ' Ejer, 4
(4) 8i C es el punto medio de AB y NAD = ODB; demostrar que:
CD . 4AB.

(5) 81 /1= /2; demostrar que AB = CD.

(6) . Demostrar que en dos circunferencias concéntricas, los segmentos
tangentes a la circunferencia menor, son cuerdas iguales de la mayor.

M
B C
A -5 B
A D
N D
Ejer. 5 Ejer. 7

L= =3

(7) $i AC||BDy O es el punto medio de AB; demostrar que AC — B
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(8) Un punto dista tres centimetros del centro de una circunferencia
de 4 cm de diametro. Calcular la menor y la mayor distancia de dicho
punto a la circunferencia.

menor — 1 cm
{ mayor = 5 cm.

(9) Un punto dista dos centimetros del centro'de una circunferencia
de 6 cm de didmetro. Hallar la menor distancia del punto a la circunferencia.
d='1 e¢m

(10) Expresar la menor distancia (z) de un punto a una circunferencia,
en funcién de la distancia del punto al
centro (d)y del radio (r) de la cir-
cunferencia. Sabiendo que d < 7.

R: yp=r—id,

(11) 8i AB=BC =CD; demos-
trar que /AOC = / BOD.

(12) Los radios de dos circunfe-
rencias son 10 y 16 cm. Hallar la dis-
tancia de los centros si las circunferen-
cias son:

a) tangentes interiores;
b) tangentes exteriores.
R {a) 6 cm
"1 &) 26 em.
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RENATO DESCARTES (1596-1650). Geometria Ana-
i#ica. El desarrollo del Algebra durante el siglo
XV y el primer tercio del XVIl inspiré a Descartes
fundir el andlisis geométrico de los antiguos con
! Algebra de los modernos, siendo de este modo

13

el padre de la Geometria Anadlitica, que concibié
mdas como Filosofiac que como Matemdticas. Las
coordenadas, llamadas cartesianas, son pato él
sélo un método para resolver los problemas de
la Geometria. Su obra «Geometria» data de 1637.

:E N ] I F: i i3 = | "{ 4 -.".--\ -41"'.;'"'.-,"[' g | ,z-l: 3
Angulos en la cucunierencia

198. ANGULO CENTRAL. Como ya se ha dicho,es el que tiene su
vértice en el centro de la circunferencia, tal como el / AOB |

En una misma circunferencia ¢ en circunferencias iguales, los angulos
centrales son proporcionales a sus arcos correspondientes. Siendo O y O cir-

cunferencias iguales (l'iz. 171) tenemos que:
LAOB _ NAB TP
£BOC — TBC RSN TMONT MW

199 - MEDIDA DEL ANGULO CENTRAL. S adgptamos como unidad

GEOMETRIA (BALDOR) — 6.

149
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Fig. 170
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de dngulos el dngulo central correspon-
diente al arco unidad, la medida de
un angulo central es igual a la de su
arco correspondiente.

£ AOB NAB
LMO'N ™~ OMN’
nos dice que si tomamos por unidad de
angulos el L/ MO'N (Fig. 171) y por
unidad de arcos al "MN, la medida del
LAOB es la misma que la del D4R
(esto quiere decir que si el / MO'N
cabe 2 veces por ejemplo, en el / AOB,
también el MMN cabe 2 veces en el
NAB).

Luego la proporcién

M

Y como es mas cémodo comparar
arcos que angulos, es por esto que la
medida de angulos es indirecta y se
efectita comparando arcos mediante los
transportadores o semicirculos gradua-
dos. Obsérvese que en este sentido la
medida de un arco no es una medida
de longitud, es decir, dos arcos pueden
tener la misma medida de arco. pero
tener diferentes longitudes.

200. ANGULO  INSCRITO. Es
el angulo que tiene su vértice en la

circunferencia y sus lados son secan-
tes (Fig. 172)
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201, ANGULO SEMI-INSCRITO. Es el éngulo (Fig. 173) que tiene

su vértice en la circunferencia y uno de sus lados es una tangente y el
otro una secante.

Fige 173 Fig. 174 C

202 ANGULO EX-INSCRITO. Es el angulo adyacente a un angulo
inscrito (Fig. 174)

203. TEOREMA 51. Mgepipa DEL ANGULO INscRiTo. “‘La medida de
todo 4ngulo inserito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados™.

ler. €aso. FE! cenmiro

en uno de los lados
d { -'.'*F.'._,_{:'e'f':-'_;,

HIPOTESIS!

El £ ABC (Fig. 173)
es inscrito y O es el cen-
tro de la circunferencia.
Medida del /B=—5e.

Construccion auxiliar.
Tracemos el radio OC, for-
mindose el ABOC que es
is6sceles. Fig. 175

SIS

DEMOSTRACION:

En el ABOC:

{B= 1€ (1) Se oponen a radios: iguales.
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Pero: /B+ /C= /[ AOC (2)  Por ser el £ AOC un angulo exterior.
Sustituyendo (1) en (2), tenemos:

/B4 /B=/[ AOC
2 /B = fAOC Sumando:

_ L ADC
LB=55

Pero M"AC es medida del / AOC. (4)  Central.

(3) Despejando.

Sustituyendo (4) en (3), tenemos:
: NAC
medida  del /_’B:—-Q—.

2t Caso. El centro estd en el interior del dangulp.

ipotesis:  El £ ABC (Fig. 176) es inscrito y O es interior del /£ ABC.

: N
Tesis: Medida del .{_B:—-g-—c—.

Construccion auxiliar. Tracemos el diametro BD, de manera que se for-
men los angulos inscritos £/ ABD y /CBD.

DEMOSTRAGION

/B=/[ABD+ /CBD (1) Suma de ingulos.
0AD
Pero: /ABD = s (2)
ape Por el primer caso,
G 0 = (3)

Sustituyendo (2) y (3), en (1), tenemos:

N4 n n
medida del /B = ::D e EC: ‘248

Suma de arcos.

Fig. 176 Fig. 18
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Ser. caso, Kl centro es exterior al angulo.

mipoTEsis; Bl £ ABC (Fig. 177) es inscrito y O es exterior al / ABC.
TESIS: Medida del ;‘_'ABC:L?E.

Construccién auziliar. Tracemos el didmetro BL, formandose / ABD y

/ CBD, ambos inscritos.

DEMOSTRACION:
/ ABC = /CBD — / ABD (1)  Diferencia de angulos.
Poro:: misdida 44l Z:CBD:_—-H"%B ©)
: AAD Primer caso.
y medida del [LABDZT (3)

Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:
.{ABC:GCD— AD  0AC

2 2 2

204. COROLARIO 1. Todos los angulos inscritos en el mismo arce,
son iguales. Asi, en la figura 178 tenemos:

LABL = 2 ADC =

Diferencia de arcos.

NAEC

5

E
Fig. 178 Fig. 179

205. COROLARIO 2. Todo angulo inscrito en uma semicircunferencia
(Fig. 179) es recto.
nAC  180°
. B
206. ARCO CAPAZ DE UN ANGULO. Hemos visto que todos los

=gl |
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angulos inscritos en el misme arco, son iguales. Dicho arco sellama koo b
de esos angulos. En la figira 175 el arco capaz de los angulos 1gualeg ZABC
LADC, etc., es el NAEC.

207. TEOREMA 52. MEgpipa DEL ANGULO SEMI-INSCRITO. “La medida
del angulo semi-inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus Jados”.

ter caso: El centro esta ern uno de los lades del arigilo,

pirorisis: Bl £ ABC es semi-inscrito y O es el centro de la circunfe-

rencia (Fig. 180),

: . 8
TESIS: Medida del £ABC=——.
DEMOSTRACION:
LABC = 90° (1) La tangente es perpendicitlar:al Fadio: en el
punta.de contacio
NBC = 180° (2) ~Por ser DBC una semicircunferencia
Comparando (1) y (2), tenemos:
aBCc

medida del / ABC = —,
2
2 caso: El centro este en el interior dél drzulo,
mivoresis: El £ ABC es semi-inscrito y O es interior del / ABC | Fig. 181).

NEC
TESIS: Medida del 7 ABC — £

Fig . 180 Fig. 181

Construccidn auxiliar. Tracemos por B el didmetro BD quedando
el /ABC, dividido en / ABD y /DBC de manera que:

L ABC = [ ABD + / DBC.
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DEMOSTRACTON:
N
Medida del / ABD = —2D (1)

2 e
De eF. Caso;

. n
medida del /DBC = gt

Sumando (1) ¥ (2], tenemos:

NBD NDC
medida del ( / ABD + /DBC) = 5 -+ 5
Efectuando operaciones, tenemos:

i
medidi el L ARG = _g...‘E

der. caso: El cerlro es eftéerior

al dnguda.

mipoTesis: El £ ABC es semi-
mscrito y O es extericr al angulo ({1
gura 182).

0
rrrs Medida del £ ABC = ~2C.
Construccion auxiliar. Tracemos

el diametro B, formandose ¢l / CBD, A
semi-inscrito. Fig. 182

DEMOSTRACION

LABC = / ABD — 7 CBD (1) Resta de dmgulos.
, n
Pero: medida del / ABD :% (2) | ler. caso;
N
y medida del .{C?.Bj[':):—E (3) 1 ler. caso.

2
Sustituyendo (2) y (3) en (1):

: : NBD —0DC  NBC
medida del / ABC = - .
2 2
208 TEOREMA 53. Mepipa pEL ANGULo Ex-INscirro. “La medida
del angulo exsinscrito es igual a la semisuma de los arcos que fiemen su origen

en el vértice y sus extremos en uno de los lades y en la prolongacién del otro™.

tripirners:  El £ ABC es ex-inscrito | £1ﬂ 183,

ABC 4-NBD
5 -

Construceion ewrilive -~ Unimos C con D formindose el ABCD.

TESIS: Medida del / ABC =
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DEMOSTRACION

LA = 7C4 2D (1) Angulo externe,
: NBD 5% -
Pero: medida del /C =—— (2) Inscritos
n
v medida del LD:-——gp—- (3) Inscrito.

Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:
”BD+nBCmnBD+“BC
2 - e 2 :

209. ANGULO INTERIOR. Es el dngulo cuyo vértice es un punto in-
terior de la circunferencia.

Los LABC, (EBD, [ABE y
(CBD (1ig. 184 son interiores.

medida del / ABC —

Fig, 183 Fig. 184
210. ANGULO EXTERIOR. Es
el angulo cuyo vertice es un punto ex-

terior de la circunferencia. El / ACE
(Fig. 185) es exterior.

Fiz. 185 Fig, 186

Ty



ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA 157

211. TEOREMA 54. Mebpipa nEL ANcULO INTERIOR. “La medida del
angulo interior es igual a la semisuma de las medidas de los arcos comprendidos
por sus lados v por sus prolongaciones™.

mipoTests: El ZAED (Fig. 186) es un éngulo interior.
NAD y OBC son los arcos comprendidos por los lados y por
las prolongaciones.
OBC 4 NAD
TESIS: Medida del ZE = _g .

Construcecion auriliar: Unamos A con C, forméndose el AAEC,

DEMOSTRACION:

En el AAEC tenemos: JE=/ A+ /C (1) Por ser' / E un éngulo ex-
terior del ANABC,

3 - NBC : :
Pero: medida del {A:T D) Inscrito;
O
y medida del /C = —‘g—D (3) Inscrito;

Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:

NAD _ OBC 4 NAD
e

Np(
medida del /E = gc-}-

212. TEOREMA 55. MEepipA DEL ANGULO EXTERIOR. “La medida del
angulo exterior e igual a
la semi-diferencia de las
medidas de los arcos com-
prendidos ‘vor sus lados™.

wrpdresis; El £A es
exterior (Fig. 187).

rrers: - Medida del

NCpD —NBE
L= 3 i

Construccion auxiliar.
Unimos C con E, forman-
dose el AAEC. Fig. 187

DEMOSTRACION

En el AACE tenemos: /E=/ A+ /C Angulo exterior del AACE.
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Despejando A:
[ A= LE— /C (1)
Pero: medida del AEZ(%D- (2) Inscrito:
M
v medida del AC:¥ (3) Inscrito.

Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:

NCD  OBE  0CD—OBE

medida del / A = .

2 s 2

Caso particular.  Un caso particular del angulo exterior es el angulo circuns-

B

Ejer 1
(3)
(4)
(5)
(6)

crito que es el formado por dos tangentes a la circunferencia.
Su medida es también la semidiferencia de los arcos limita-
dos por los puntos de contacto,

EJERCICIOS

(1) 81 MAC = 100°; hallar el

2 ABC. R.v'50°!
(2) 81 "AB = 200°; hallar el
A / ABC. R 100°,

C
Ejer. 2
Si / AOB = 80°; hallar el / ACB. R.: 40°,
Si /£ AOC = 70°; hallar el 7 ABC. R.: 35°,
§i ODC = 40° y PAE — 80°; hallar el / ABE. R.: 60°;

S10AE = 80° y NBD = 40°; hallar el /7 DCB R.: 20°;
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fjer 4
(7) 8i OPQ =10° y £ QSP =40°;
hallar el "MN. R.: 90°.

(8) 8i BD = 10° y /ABE =
= 40°; hallar el / BCD R 35°,




Relaciones metricas en la circunferencia

En este capitulo vamos a estudiar las relaciones métricas que se verifican
entre las cuerdas, secantes y tangentes de una circunferencia.

213, TEODBREMA 56. BELACIONES ENTRE LAS CUERDAS. °‘Si dos cuerdas

de una circunferencia se cortan, el producto de los dos segmentos determinados

en una cuerda es igual al producto de los dos segmentos determinados en
la otra’.

HIPOTESIS!

AB y CD son cuerdas que se cortan en Q;

QA y QB son los segmentos determinados en AB;

QCy QD son los segmentos determinados en CD (Fig. 188).
TESTS: QA - QB = QC - QL.

160




triangulos ABCQ y AADQ.

triangulos AQDA y AQBC.

En les AQDA y AQBC:

-
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Construccion auziliar. Unimos A con D y B con C, forméandose los

Fig. 188

DEMOSTRACION

En los ABCQ y AADQ:

lA=7C

(inscritos en el mismo arco NBD);

/B = /D

(inscritos en el mismo arco NVAC),
ABCQ ~ NADQ
{ por tener dos éngulos iguales).
Estableciendo la proporcionalidad
entre los lados homdlogos, tenemos:

S

QC QB

QA-QB=0QC- QD

(por ser el producto de los-medios igual al producto de los extremos).

214. TEOREMA 57. RELACIONES ENTRE SECANTES. “Si por un punto

Fig. 189

exterior de una circunfe-
rencia se trazan dos se-
cantes, ¢l producto de una
secanfe por su segmento ex-
terior, es igual al producto
de la otra secante por sm
segmento exterior .

mipoTEss. (Fig. 189):
QA y QC secantes; QB y
w segmentos exteriores.

TESIS:

Construccion auxiliar. Unimos A con D y B con C, forméndose los

DEMOSTRACION

0= 18
L= /€

Comun:
Inscritos en N\BD);

Por tener dos dngulos iguales.



162 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO
"

Entre los lados homélogos estableciendo la proporcionalidad:

QA _ QD

— i
I —— ———

QB
QA-QB=0C-QD Por ser el producto.de-lgs medips 1gnal al pro-

ducto de los extremes.

215. TEOREMA 58. PROPIEDAD DE LA TANGENTE Y LA SECANTE TRA-
ZADAS DESDE UN PUNTO EXTERIOR A UNA
CIRCUNFERENCIA. “Si por un punto ex-
terior de una circunferencia se trazan
una tangenie y una secante, la tangente
es media proporcional entre la secante
Y su segmentc exterior’ .

sirorrsis: QT y QA son tangen-
te y secante a la circunferencia O (fi-
gura 190)

QA_Qr

TESS:

0B
T Q ¢ Q
Construccion auriliar. Unimos T . Fig. 190

con A y con B, forméndose los tridngulos AQTA y AQTB.

DEMOSTRACION

En los AQTA y AQTB:
I = 10 Comiin;
Ld=LT Inscrito y-semi-inscrito en ¢l NBT;
AQTA ~ AQTB Por tener dos angulos jouhales,
Entre los lados homélogos estableciendo la proporcionalidad:
Q4 _QT
T QB
916, DIVISION AUREA. Dividir un segmento AB en media y extrema
razén, consiste en dividirlo en dos segmentos AM y MB, tales que:

AB e m 4 Vi B
AV~ MB. 8 s oo 00 M

Es decir, que el segmento AM es la media proporcional entre AB y MB.
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Este segmento AM se llama segmento &ureo y se considera que esta divisién
es la mas proporcionada que se puede hacer de un segmento.

217. CALCULO ANALITICO DEL SEGMENTO AURED. Sea AB=a
(figura 1910 un segmento cualquiera v sea AP = r. su segmento &ureo.

a

TR o]

x 4 a-x
Fig 141
Tendremos:
Ezair Por definicion:
¥*=a(a—zx) Producto de medios igual a producto
de extremos;
r=a—ax Efectuando:
r4ar—at=10 Trasponiendo v ordenando.

Resolviendo esta ecuacién de 2¢ grado:

# o i s \,;az A Aplicando la férmula;

) % 12\/73;2—- Efectuando;

= i As 1}21 a'\/ﬁ_ Sacando a fuera del radical;
= a"(:— 121 V5) Sacando factor comin a:

_ a{=1+4/5)
e 2

Considerando solamente el valor po-
sitivo;

r=a Separando y ordenando.

[VB—1 ]
L& o9 J

218. EJEMPLOS. 1v) Hallar el segmento aureo de un segmento
|

de 12 cm.

Formula: z=a { L;l] ’

::12[."%] = 6078 — 1),

T=06(224—1) =6(1.24) = 744 cm.
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2?) Hallar el segmento cuyo segmento. aureo. vale 6.2 centimetros.
De la férmula z = a(@. , sustituyendo valores resulta:
62 =a [WVEH ]
)
2(62) =a(/5—1)
124 =a(224—1)

124 =124¢a
e D 7, )
. ﬂ-——'m—lom.

219. DIVISION AUBREA DE UN SEGMENTO. SOLUCION GRAFICA.
Sea AB = a el segmento (Fig 102

Construccion.

1*. En el extremo B_._JEVHI]{E’IH'IGE OB | AB.
2*. Trazamos OB = éf—; = AM.

—

~ . o= AR , . :
3%, Con centroen O y con radio OB = ——; trazamos una circunferencia.

4°. Unimos A con O y determinamos el punto C.
5°. Con centro en A y con radio igual a AC, determinamos el punto P.
6%. El segmento AP = z es el segmento aureo.

920. JUSTIFICACION DEL METODO GRAFICO. Prolonguemos AQ
hasta que corte a la circunferencia en D. Tendremos la tangente AB y la
secante AD.

Entonces: E = —iB (1)
AB AC

Pero: AP =AC =z (2)
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E=x+t‘ﬁ=x+%+%:x+a (3)
AB =a. '4)
Sustituyendo (2). (3) ¥ (4) en (1), tenemos:
t+ea_a
(/4 x
z(z 4+ a) = a®
4 ar=a*
r=a—ax
*=ala—2z)
z
G X,

a
0 sea, _.1':=

Por tanto, el punto P divide a AB en media y extrema razon.

EJERCICIOS

(1) Si AP=3, PB=5 y PC=#%; hallar PD. R PD=3.75.

(2) Si AB = 8, PC =3y 0
PD — 4; hallar AP y PB.

R.; AP'—‘.?-‘\. P = 6.

(3 Si PB = 24P, PC
CD = 12; hallar AB. R.: AB =1

(4) SiAB = 11, AP = 3 y
PD = 2PC; hallar PC. R.. PC = 2\/3.

(5)-Si CD = 15, PD = 6 y
PB = 3PA; hallar PA.

H
19 oo

R.: PA = 3\/2. ¢
o A2 -Siaﬁiiﬁ, QA = 4 y
QD = 10; hallar QC. R&.: @T: 4.8 Ejcres. 1'al 5
(7y Si QB =70, QA =8 y QC =6; hallar 0QD. R.: QD=03 %
(8) 8i QB= 14, AB =28 y CD = 10; hallar QC. R: QC=54
(0) Si QA=8, AB=12 y CD = 10; hallar QC. R: QC—=86

(10) Si ﬁ:ﬁ, ‘Q_C“.—_B y CD = 14; hallar 63' R.: QB=4/11.
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(11) Si QA =9 y
QB = 4; hallar QT.
R: QT = 6.

(12) Si QA =8 y g

BA = 4; hallar mQ.T

R: QI = 4\/2. a
(13) Si QT =8 y
QA = 20; hallar QB. c
R: Q8 =32 D
(14) $i -Q-"?T: 14 y Ejercs 6 al 10
QB =8; hallar la medida correspondiente a QA. R.: QA = 245.
= QA — — S e
(15) Si QT:%— y QB =9; hallar QT. R.: QT =18.

(16) Hallar grificamente el segmento dureo de un segmento de 9 cm.

(17) Comprobarlo efectuando la medida.

Ejeres. 11 al 15

R: 56 cm.

(18) Se desea saber
qué ancho debe tener un
rectaingulo de 20 cm de
largo, para que sus dimen-
siones sean lo mas propor-
cionadas posibles,

R.: 124 cm.

(19) Hallar algebrai-
camente el segmento au-
reo de un segmento de
30 cm. R.: 186 cm.

(20) Demostrar que el segmento dureo es aproximadamente el 629,

del segmento total.




E arp+y>i80"
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RIEMANN (1826-1866). En su tesis doctoral «Sebre tria de un espacio cuya curvatura puede cambiar
los fundamentos que sirven de bose o la Geome- el cardcter de tal «Geometrian. Su mérito radica
fria» (1854), estudia lo Geometria de una super- en haber extendido ol espacio la nocién de lo

curva cuyas geodésicas desempeiian el popel curvatura. Riemann y Lobatschewski hicieron posi-
de las rectas euclideas en el plano; y la Geome- ble a Einstein hallar la «ey de la relatividads.

1

Relaciones metricas en los poligonos regulares

221. POLIGONOS REGULARES. Son los que tienen los lados y los
angulos iguales (Fig. 197

AB=BC =CD =DE =EF = FA,
A= B = /C= /D= /E= /F,

222. POLIGONO INSCRITO, Es el que tiene todes sus vértices sobre
una circunferencia (Fig. 194).

223. CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA. Cuando el poligono esta
inscrito, se dice que la circunferencia esta circunscrita al poligono.

167
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Fig, 19%

Fig. 153
224 POLIGONO CIRCUNSCRITO. Es aquel cuyos lados son tangen-

tes a la circunferencia (1o, 105
225. CIRCUUNFERENCIA INSCRITA. Cuando el poligono esta circuns-

crito, se dice que la circunferencia estd inscrita.
B

A C

E

Fig. 196

D

Fig. 195
226. RADIO DE UN POLIGONO REGULAR. Es el radio de la cir-
cunferencia circunscrita. En la figura 106, OD = OE son radios del poligono.

227. ANGULO CENTRAL. Angulo central de un poligono regular,

es el formado por dos radios que corresponden a los extremos de un mismo
lado. En la figura 106 el £ EOD es un éngulo central del poligono.
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228, TEOREMA 59. “Si se divide una circunferencia en tres o mas arcos
iguales, las cuerdas que unen los puntes sucesivos de division, formaran un poli-
gono regular inscrito”.

urporTesis. En la circunferencia O (Fig. 197):

NARB =NBC ="CD = ..... son los arcos;

y AB,BC,CD, ..... son sus cuerdas correspondientes.
i | ABCD es regular.
DEMOSTRACION:

AB=BC=CD=..: Por ser NAB = NBC = NCD :-: por hipétesis;
S. LA=/B= (C=... ' Inscritos en arcos iguales;
.. ABCDEF es regular Por tener iguales sus lados y sus angulos,

Fig. 197 Fig. 198

929. COROLARIO. Si unimos el punto medio de cada uno de los arcos
subtendidos por los lados de un poligono regular inscrito con los dos vértices
més préximos, se formard un poligono regular inscrito de doble nimero de lados
que ¢l poligono dado.

En efecto, como los nuevos arcos NAH, MHB, OBI, etc. (Fig. 198) son
iguales entre si, por ser mitades de arcos iguales, el nuevo poligono sera
regular de acuerdo con el teorema 59.

930, TEOREMA 60. “Si se divide una circunferencia en tres o mas
arcos ‘iguales, las tangentes trazadas a la circunferencia por los puntos de divi-
sibn o por los puntos medios de dichos arcos, forman un poligono regu-

lar circunscrite’.
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En efecto, si dividimos, por ejemplo, la circunferencia en seis arcos iguales
y por los puntos de divisién trazamos tangentes a dicha circunferencia, dichas
tangentes formaran el hexagono circunscrito ABCDEF (Fig. 199-A) que es
regular porque tiene sus angulos iguales. por ser exteriores que abarcan arcos
iguales, y sus lados son también iguales por ser sumas de segmentos iguales.

Figs. 199.A y 199.8

Anélogamente, si trazamos las tangentes por los puntos medios de cada
uno de los seis arcos iguales, en que ha sido dividida la circunferencia O,
se forma el hexdgono circunscrito A’B'C’'D'E'F’ (Iig. 199-8) que también
es regular y sus lados son respectivamente paralelos a los lados del hexa-
gono inscrito formado al unir los puntos
de divisién.

En ambos casos, los poligonos ins-
critos y circunscritos tienen el mismeo
numero de lados.

231. TEOREMA 61. “Todo poli-
gono regular puede ser inscrito en una

* L ]
circunferencia’.

HIPOTESIS: ABCDEF (Fig. 200)
es un poligono regular,
1Esis:  ABCDEF es inscribible.

Construccion auxiliar. Construya-
Fig. 200 mos la circunferencia O que pasa por

tres de los vértices A, B y C. Tracemos los radios OA, OB y OC. Unamos
O con D. Se formarén los triangulos AOAB, AOBC y AOCD.
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PEMOSTRACION:
JABC = /BCD (1)  El poligeno ABCDEK es regular por hipotesis;
/1= 21 (2) Por ser el AOBC isdsceles,
En los AOAB y AOCD:

L2 = 2 Restando (2) de (1).
Ademas: : AB =CD El poligono ABCDEF es regu lar por hipdtesis;
¥ 6&‘:&:‘* | Radios de la misma circunferencia;
;:}.OAE-_H AOCD Por temer iguales dos lades y el angulo
comprendido;
OA = OD Elementos homdlegos de tr‘h—ihgulm iguales.

La circunferencia O pasa por D Por ser 0D = OA = radio,
Anilogamente probariamos que '
la circunferencia O pasa por E,

por F, ete.

.. ABCDEF es inscribible Por tener todos sus vértices sobre la circun-
ferencia O.

232. APOTEMA. Se llama apotema de un poligono regular al seg-
mento de perpendicular trazada desde el centro del poligono a uno cualquiera
de sus lados. En la figura 201 OM es la apotema.

*O

8

Fig, 201 Fig. 202
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T 5 ]

La apotema se designa con la letra “a”, acompaifiada de un subindice
que indica el niimero de lados del poligono a que pertenece.

Ejemplos: a4 representa la apotema del cuadrado,
a; representa la apotema del pentagono,
a; representa la apotema del hexagono, etc.

233, CALCULO DE LA APOTEMA EN FUNCION DEL LADO Y
DEL RADIO. Sea (Fig. 202):
BC = I, (lado de un poligono regular de n lados);
OH = a, (apotema) ;

OB = r (radio).
En el AOBH:
OB — OH* + BH? (1) Teorema de  Pitagoras.
s BC _ 1, i
Pero: B = T — "‘2"" (2)
st A T ST i
OB =r (4)
Sustituyendo (2). (3) y (4) en (1). tenemos:
=gt +[ i"'i-
2 -
Despejando a,?: I
a2 = r _[ e
2
Efectuando operaciones: 1,2
ﬂ"lz — ?‘2 ey
4
4r2—1,2
B i
al e 4 -
Extrayendo raiz cuadrada:
4".2 P
HH :J 4 5
R % VAart _ 1.2 .

234. CALCULO DEL LADO DEL POLIGONO REGULAR INSCRITO
DE DOBLE NUMERO DE LADOS  Vamos a obtener una férmula que
nos permita, sabiendo el valor del lado de un poligono regular cualquiera,
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calcular el valor del lado del pﬁl‘igﬂnu que tiene doble niimero de lados, inscrito
en la misma circunferencia.
Sea (Fig. 203):

BC = I, (1)
OH = a, (2)
EC = I, (3)
OC = OE = (4)
En el AOCE

EC:—=0C'+ O —90E-OH (5
(cuadrado del lado opuesto a un dngu-

lo agudo)

Sustituyendo (2), (3) y (4) en &
tenemos:
Li=rPr+r—2r-a, (6)

1« y
Pero: a, =-2—\/'$r“— [ (7) Fig. 203

o =2 —r\Ar—17,

el e AE=TE

235. CALCULO DEL LADO DEL POLIGONO CIRCUNSCRITO.—

Sea (Fig. 204): AB =1, AB =L,.

Construccidn auriliar. Tracemos el radio OH' 1| A’B’. Sea H el punto
donde OH’ corta a AB.Como A'B’ || AB
tendremos que OH sera la apotema del
poligono inscrito. Unamos O con A" y
con B’, formandose AOA’'B’ y AOAB.

LOA'B’= LOAB, Porser AB|| A'F’;

ﬂﬁ’ OH" 1)
AE OH

(alturas homélogas de tridngulos se-

mejantes).

Pero: A'B =1L, (2)

AB =1, (3)

OH =r (4)

O_H: ay (5)
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Sustituyendo (2), (3). (4) y (5) en (1), tenemos:

fow ¥
|
A ; _ >
== (6) Extremo de una proporcion
Pero: ay=5\AR— 17 (7)
Sustituyendo (7) en (6), tenemos:
2 bar
=3 :
5 4rt—
ko Srir
AT

236, APLICACIONES, 1) Sabiendo que el lado del cuadrado inscrito
en una circunferencia de radio r vale r\/2, calcular la apotema y el lado
del octdgono inscrito en la misma circunferencia.

Cdlculo de la apotemna:

Dato: 1= r\/2 dn
Formulas:

Incégnita: ay==x ay

VAE=TF

W T -

—
—

Il
BO] =2 BO] ==

o= s Ar— (rV/B =S VAP—ER

1
a4=§\/2r~2 m:%\/i
Cdlculo del lado del octagono:

Férmula: lyy="\2r—r\4r—1L2

k:\éﬁ—r%r@—(rﬁ)-‘

Z\Aﬁ—r\/m

={for B
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=V2r—r/2

=Vt @—vD)
= e

2y Calcular la apotema y el lado de un decégono inscrito en una cir-
cunferencia de radio igual a 2 m, sabiendo que el lado del pentagono inscrite

en la misma circunferencia vale \/10 —2\/5.

Caleulo del lado del decdgono:
r=2m

Datos: % Incégnitas.-{ bio
10 -

Formula: z.‘.,=\/9_,ru_,., 7 p—
lm:\/grf—iv‘lfr*—lgz

= %22 —2 4::22---[ V10— 2\@] 2

C 8—2\/15—10—2\/57

—h—avis—(10—2v5)
Imz\é—ﬁm

Calculo de la apotema:

Férmula; a,:-% 4r:— [y

m-=é\4¥’—- [\é—zm} 2
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2

; { / ;———:]
" =5 V16— (V8—2V642/5

/

—_— e

10y =
:§V16—8-2\A5+2V5

// Sy

i =%Va e BB e PNIE

237. CALCULO DEL LADO DEL
HEXAGONO REGULAR. Vamos a
demostrar que el lado del hexagono
regular inscrito en una circunferencia
es igual al radio.

Sea el hexagono regular ABCDEF
(Fig. 205) inscrito en la circunferen-
cia O de radio r.

Sea AB=1, y OA = 0B =r.
(vamos a demostrar que [y =r). Fig. 205

DEMOSTRACION. En el AAOB:

LA+ /B+ /O=180° (1) ~Suma de los angulos interiores de
360° un triangulo.

= = 60° (2)  Angulo central.

Pero: /0=

Sustituyendo (2) en (1), tenemos:

LA+ /B 60° = 180°

LA 2B =180 — 60" Trasponiendo;
LA+ /B=120° (3)  Efectnando operaciones:
Pero: /A= /B (4) Por oponerse a lados iguales ya

que OA =08 =r.
Sustituyendo (4) en (3). tenemos:
LA+ [ A=120°, /B+ 7B=120°.

27 A=120°. 2/ B=1920°

_120° 120°
LA=—— LB =—%—
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LA =60° (5)
LB =60° (6)

Como L A= /B=/0=60°resulta: Comparando (2), (5) y (6), a dngu-
los iguales, se oponen lados iguales.

AB=0A=UB=r
lg:r.

En consecuencia, para construir un hexigono regular inscrito en una
circunferencia dada se toma el radio y se lleva seis veces como cuerda.

238.  CALCULO DEL LADO DEL TRIANGULO EQUILATERO.—
Sea el tridngulo equilatero AABC (Iig. 206, inscrito en la circunferen-
cia O,construido dividiendo la circunferencia en seis partes iguales y uniendo
de dos en dos.

Si D es el punto medio del QAC, el didmetro BD es perpendicular a
la cuerda AC.

En el ADAB:

£ A4 = 9" Inscrito en una semicircunferenciag
BD? — AB? -F AD? (1) Teorema de Pil;’;garas.
Pero: BD =2r (2) Por ser diametro;
AD =1 g0} oeei o
RS onstruccion.
AB = I, 4
Sustituyendo (2), (3) y (4), en (1):
(2r)t =1L+ l¢
Arr=12+ I (5)  Efectuando operacioncs.
Pero: lg=r (6) Por lado del hexagono.
Sustituyendo (6) en (5):
4rr=1I124r
4r2—r2=1[3? Despejandos
ot il e
Ty, o Extrayendo la raiz cuadrada;
Iy =nr/3 Simplificando.

039. LADO DEI, CUADRADO. Sea el cuadrado ABCD, inscrito en
la circunferencia O (Iig. 207).
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0

B
Fig. 206 Fig. 207
En el AAOB
AB: — 0A? + OB? (1) Teorema de Pitagoras:
Pero: AB =1, (2)
¥y OA=0B=r (3)
Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:
2 g2 | g2
12=27 Efectuando operaciones;
li=nN2r
Li=n/2 Sacando la raiz cuadrada.

240. TEOREMA 62. PROPIEDAD DEL LADO DEL DECAGONO REGULAR,
“El lado del decagono re-
gular inscrito en una cir-
cunferencia es igual al seg-
mento aureo del radio”.

HIPOTESIS:
En la circunferencia O de
radio r sea AB = by, (fi-
gura 208) ,

r -?10
TESIS: —"

Lo r— o
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Construccion auxiliar, Tracemos los radios OA4 y OB, forméndose el
AOAB. Tracemos la bisectriz BC, del £ B. Se formarén los ABCO y ABCA.

pEMoOsTRACION. En el AOAB:

7y ey
Pero: OB=r (2)
H:Iiﬂ (3)
CA=r—0C (4)
Sustituyendo (2), (3) y (4), en (1):
r oC
LA 5
llu ?’—EE“' (Jj
B e ate)
Pero: iO:S?g == 3% (6)
o __ aRo ;
aE SR : 36° _ 795
Ademas &
ccBo=4E T2 = 560

LBCA = 36° 4 36° = 72°
En el AOCB:
OC = BC (7)
En el AABC:
. "BC = 4B (8)
Comparando (7) y (8), tenemos:
OC = AB = Iy (9)
Sustituyendo (0} en (5), tenemos:

r lio

—
e -

l-w-' Ly l:m

Propiedad de la bisectriz,

Angulo central;

Por oponerse a lados iguales, ya
que OA = OB = r.

BC es bisectriz del /B por cons-
truccion;
Angulo exterior.

Por openerse a angulos iguales.
Por oponerse a dngulos iguales,

Caracter transitivo.

241. CALCULO DEL LADO DFEI. DECAGONO HEGULAB INSCRI-
TO EN UNA CIRCUNFERENCIA. Aplicando el teorema anterior:

T I‘jl}

2.l_u 7 e Etn

Demostrado;
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oo bt =r(r—L) Producto. de medios igual a pro-
ducto de. extremos;
l'i IH]E — l"z — i"l;m

Jo Lt 4rhie—r2=0 Trasponiendo y ordenando.

Resolviendo esta ecuacién literal de segundo grado:

) - 2
—r rr —r=xry\/5
R 2 i 2
s et ;: V5) Sacando factor comun r; |
\ + /5 —1 |
o il At V;,‘S ) Ordenando;
110'=M-2_—1) Tomando el valor positivo;

S TR % (V5 —1) Separando,

242, TEOREMA 63. PROPIEDAD DEL LADO DEL PENTAGONO REGULAR.
“Fl lado del pentigono regular inscrito
en una circunferencia es igual a la hipo-
tenusa de un tridngulo rectangulo cuyos
catetos son el lado del hexdgono y el lado
del decagono inscrito en  dicha circun-
ferencia”.

miporests: En la circunferen-
cia O (Fig. 200): AB=1ls; OA=r=l,
hil A-_é': 111}.

tesis: Iy es la hipotenusa y Iz ¥
lio son los catetos de un tridngulo rec-

Construceién auziliar. Prolongue-
Fig. 209 mos Ly por el extremo C, hasta un

punto D, de manera que AD = AO =r. Desde el punto D, tracemos DE
tangente a la circunferencia O en E. Tracemos el radio OF, que serd per-
pendicular a la tangente DE. Unamos O con D, forméndose el AOED,
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recténgulo en E. OD es la hipotenusa y OF y ED los catetos de este tridngulo.

Tracemos los radios OB y OC.

DEMOSTRACION,

En el AOAD y AOAB:

OA=0A=r
AD=0B=r
ademas:
/OAD = 72° (1)
y [LAOB =T72° (2)

Comparando (1) y (2), tenemos:
/OAD = / AOB

AOAD = NAOB

OD=AB=1;
Ademas:
AC?* = AD - CD (3)
y DE*=AD-CD (4)
Comparando (3) y (4) tenemos:
AC? = DE?
S AL ==
. DE=he
¥y OE =1,
Por lo tanto, en el AOED se cumple
que es rectangulo

OFE = l; = cateto
ED = 1, = cateto.

Gamﬁn.;

Gunstruccién;

Porque /AOC = 36° vy ser el AAOC
isosceles,
Angulo central del pentagono,

Caracter transi ti‘m;

Por tener dos lados iguales e igual el
angulo comprendido,
homélogos de triangulos
iguales,

Elementos

AC = i, es el segmento dureo del radio;

Propiedad de la tangente y la secante

Caracter ?ransitiv'c;

Extrayendo la raiz cuadrada,
Porque por hipétesis es AC = lig
Por ser OF un radio

=== G =

Porque OF | ED,

243 CALCULO DEL LADO DEL PENTAGONO REGULAR INS-
CRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA, Aplicando el teorema anterior

tenemaos:

GEOMETRIA (BALDOR) — 7.

552=152+f102 (”
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y como lg=r 2)

a

y ho= :;- (v/5—1), sustituyendo resulta: /2 = 2 -;-‘- % (VB —1) ]
L.

2 -
=t T (VB — 1)

it =nr 4 ; (5—2\/5+41) Elevando al cuadrade;

=rt4 ; (6 —21/5) Reduciendo;
_ 4P+ (6—2/5) Sumando;
= 3
_ 4P +6r—2r\/5 Multiplicando
s +
102 —=2r\/5 Reduciendo;
- 4
(10 —2v/3) Sacando factor comun;
oy 7
=L (10—2v3) Separando;
: 7 - r
o dys= \/T (10— 2+/5) Extrayendo raiz cuadrada.

g

24# CALCULO DEL LADO DEL OCTAGONO REGULAR INSCRI
TO EN UNA CIRCUNFERENCIA, El lado del poligono regular de doble
nimero de lados esta dado por la férmula:

b=\2r—r\AR— T, (1)
y como el lado del cuadrado es:
Li=r \/‘_ﬁ (2)

sustituyendo (2) en (1), tenemos:

Iy = \Ar’—?\/“*?"— (r\/2)?
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lgie= \//Qrf—r\fér“—-ﬂrz

=\2r—r\EF
=\Z‘Zr’--rz’\/§

g of (2 —\2)
y finalmente,

l zs=rvﬁ—-727‘ |

245, CALCULO DEL LADO DEL DODECAGONO REGULAR INS
CRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA La férmula que da el lado del poli-
gono regular de doble niimero de lados es:

Im:\/érz—r Irg_znﬂi (1)
y como el lado del hexagono es: R (2)

sustituyendo (2) en (1), tenemos:

1.1,=\/2r=-r\/4;4—-r=

i A
..—_'\/Qr"—r’\/_?)'
— \/r(2 —\/3)

y finalmente:

i_ I12=r\f-2:\f-3_': t

246. RESUMEN DE LAS FORMULAS DE LOS POLIGONOS
REGULARES.

1 .
Apotema =75 Var —1}

Fado del poligono de doble némero de lados lsn = \/2 rt—r\4r—1L2
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Lado del poli i it i

ado del poligono circunscrito n = m
Triangulo equilatero I =r\/3
Cuadrado Iy, =r\/2
Pentagono b = = '\/i{) — /5
Hexagono s =#

¥ R
Octagono Iy =r\v2—\/2
Decagono Lo = ..zr_ (v/5—1)
Dodecageno Lis—=r \/2 — \/-?;-
EJERCICIOS

(1) Calcular la apotema de un cuadrado inscrito en una circunferen-
cia de 3 m de radio, si el lado del cuadrado mide 31v/2 m.

R-: a,‘ — gﬁm.

(2) Calcular la apotema de un tridngulo equilatero inscrito en una
circunferencia de 5 m de radio, si el lado del tridngulo mide 5\/3 m.

R.: s = 2.5 m.

(3) Sabiendo que el lado del octdgono regular inscrito en una cir-

cunferencia de 6 m de radio vale 6\/2 —+/2Z m, hallar el lado del poligono
regular de 16 lados inscrito en la misma circunferencia.

oF: T AT
B Dot BB o il e T o,
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(4) Sabiendo que el lado del decdgono regular inscrito en una circun-
terencia de 2 m de radio, vale \/5 — 1, calcular el lado del poligono regular
de veinte lados inscrito en la misma circunferencia.

/ ety
R oy = /8 —2v/10 + 2v/5.

(5) Sabiendo que el lado del hexdgono regular inscrito en una circun-
ferencia de 9 m de radio vale 9 m, hallar el lado del hexagono regular cir-

cunscrito a la misma circunferencia.
. l’[; - - ﬁ‘v/"'.; mi.

(6) Sabiendo que el lado del cuadrado inscrito en una circunferencia de
7 m de radio vale TV§m, hallar el lado del cuadrado circunscrito a la misma
circunferencia. R: 14m

(7) Calcular el lado del tridngulo equildtero inscrito en una circunfe-
rencia de 8 m de radio. R.: ly=8\3m.

(8) El lado de un tridngulo equildtero inscrito en una circunferencia

mide 2\/3 m. Hallar el radio de dicha circunferencia. R: r="72m.

(9) Calcular el lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia de
12 em de radio. R.: Iy = 12v/2 cm.

(10) El perimetro de un cuadrado inscrito en una circunferencia es
20\/2 cm. Hallar el diametro de dicha circunferencia. R: d= 10cm.

(11) Calcular el lado de un pentdgono regular inscrito en una circun-
ferencia de 10 cm de radio.

; =
R: ;=510 — 2\/5 cm.

(12) Sabiendo que el perimetro de un hexagono regular inscrito en una
circunferencia vale 48 cm calcular el didmetro de dicha circunferencia.

R:d=16 cm.
(13) Calcular el lado de un octigono regular inscrito en una circun-

!
ferencia cuyo radio vale \/2 4 /2 m.

R: k=2 m.

(14) Calcular el lado del decigono regular inscrito en una circunfe-
rencia cuyo didmetro mide 2 + 2\/5 m. R.: liy=9%m.

(15) Calcular el lado del dodecdgono regular inscrito en una circunfe-

rencia cuyo radio mide 2 + \/3 cm. e ——
R.: Lig=2 + \/3cm.



186

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)

GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO

CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

Construir
Construir
Construir
Construir
Construir
Construir
Construir
Construir
Construir
Construir

un triangulo equilétero,
un cuadrado.

un pentagono regular,

un hexagono regular.

un eptagono regular.

un octageno regular.

un eneagono regular.

un decagono regular.

un dodecdgono regular.
un pentedecégono regular.
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Poligonos semejantes.
Medida de la circunferencia

247. POLIGONOS SEMEJANTES. Dos poligonos tales como ABCDE
y A'BC'D'E' (Fig. 210) se dice que son semejantes si en ellos se
cumple que:
LA Ay B s B Ll = L=y f = K,
y ademas: 58 St
AR B CD DE
AN rC O DE

. T T b I y R = o i1 S
Es decir: “Dos poligonos son semejantes cuando tienen sus angulos oridena-

ffrflrtff!f?;‘ .f_;r{.-'rffr-?-.' Y- SHE .-"f.-'{:'r.:,x' .-"jr';.'ngiff,i_y_rn ,I.-H'-,-'.l-,*,u"."r,;.-:.rf.r'-.”_

187
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Se llaman lados homélogos en dos poligonos semejantes a los lados que
unen los vértices correspondientes a angulos iguales.

D c

AI
Figs. 210-1 y 2102

248. OBSERVACION IMPORTANTE. Debemos sefialar la siguiente
diferencia entre la semejanza de tridngulos y la de poligonos en general: en
los poligonos no basta que los angulos del uno sean ordenadamente iguales
‘@ los angulos del otro; tampoco es suficiente que tengan sus lados proporcio-
nales. Es rnecesario que se cumplan las dos condiciones.

Q P
90° 90°

90° 90°

90° 90° 90° 90°
A B i N

Figs. 211-1 y 211-2

Ejemplos:

1) El rectangulo ABCD y el cuadrado MNPQ (Vig. 211), tienen sus
angulos respectivamente iguales (todos son rectos) pero no tienen sus lados
proporcionales. Por tanto 70 son semejantes.
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2) El rectangulo ABCD y el paralelogramo EFGH (Fig. 212) tienen
sus lados proporcionales, ya que:

DA 3 AB 6
gﬁi=_§-:1;5 ¥ ﬁ=:¥:%z 1.9

pero no tienen sus angulos respectivamente iguales. Por tanto no son
semejantes.

. Figs. 212-1 y 212.2
En consecuencia. para que dos poligonos sean semejantes es necesario
que se cumplan estas dos condiciones:
1*) Que tengan sus dngulos respectivamente iguales.
2%) Que sus lados sean proporcionales.
249. TEOREMA 64. “Dos poligonos regulares del mismo niémero de
lades son semejantes™.

E D

Bl
Figs. 213-1 y 213.2

nrporests: Los poligonos ABC -+ y A'B'C’ -+ (Fig. 213), son polige-
_ nos regulares de n lados. '
TESIS: ; ABC -+ ~ A'BC" ++
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DEMOSTRAGION:
L Rl B o U it (1)
LA = B = € = (2)
Pero: (A= (A = -2&:;2)4 (3)

Comparande (1), (2) ¥ (3), tenemos:
LA= /A = (B= /B = /C= L{C’,..

Ademas:

Dividiendo ordenadamente (4) y (5)-

AB  BC CD
Por tanto: ABC -+ ~ A'B'C’ -+

AB=BC=CD= (4)

El poligono ABC': - es regular
por hipdtesis;
El' poligono A"B'C’ -+ es regu-

lar por hipotesis.
Valor del angulo interior de un
poligono regular de n lados.

Cardcter transitivo.

El poligona ABC - - eg regular
- por hipétesis;
El poligono A'B'C" --- es regu-
lar por hipétesis.

Como queriamos. demostrar,

250. TEOREMA 65. RELACION ENTRE LAS APOTEMAS, LOS RADIOS ¥ 108
LADOS DE LOS POLIGONOS REGULARES DEL MISMO NUMERO DE LADOS. La “razén
de los lados de dos poligonos regulares del mismo nimero de lados es igual a
la razén de sus radios y a la razén de sus apotemas”.

B

Figs. 214-1 y 2142

HIPOTESIS:
nos regulares de n lados.

Los poligones ABC -+ y A'B'C'---

B=1 lados; O =a apotemas; R = } radios.
AT = OH =g R =1
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l a
TESIS: _— = —

r
i L

Construccién auziliar. ‘Tracemos los radios OB y U'F, forméndose los
AOAB y NO'A'B.

DEMOSTRAGION.
En los AOAB y ANO'A’B':
04 = 0B " e |
TT oW 53 ; Radios de una misma’ circunferencia;
Dividiendo (1) entre (2), tenemos:
04 OB
o4~ OF
Ademis: /0= /O Angulos centrales de poligonos regu-
lares del mismo namero de lados;
NAOAB ~ NO'A'H Por tepgr un dngulo igual y propor-
] cionales los lados que lo forman;
. = (3) Lados homdloges de triangulos se-
g e v ol
' mejantes;
o4 -%-:-g,—— #)  Alturas homélogas de tridngulos se-
mejantes.
Comparando (3) y (4), tenemos:
4 r a g .
T =T Como queriamos demostrar.

951. COROLARIO, La razén entre el perimeiro de un poligono regular
y ¢l radio, o el didmetro, de la circunferencia circunscrita, es constante para todos
los poligenos regulares del mismo nimero de lados.

sieHiEsts:  ABC+- y A'B'C’--- son poligonos regulares de n lados.

P - P P"
TESIS: — ey i 9
r r’ d -d’
DEMOSTRACION.
l r =
—_— Teorema anteriory
T 3
3 _E_{= - (1) Mulhtiplicando por n'los términos de la
! ~

primera razon.
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Pero: nl=P (2)
y A= (3)
Sustituyendo (2)Vy (3) en (1):
ot
el
-;;.—_::: (4)  Multiplicando por-2 los términos de la
segunda razon;
A (5) 5 : di
Oy =0y Intercambiando los medios,
Pero: 2r=4d (6)
2y = (7)
Sustituyendo (6) y (7) en (5):
A C ; d :
T=7 omo queriamos demostrar,

252. TEOREMA 66. “En uma circunferencia el perimetro de un poli-

gono regular inscrito de 2 n lados es mayor que el perimetro del poligono regular
inscrito de n lados.

mrbresis:  ABCDEF (Fig. 215) es un poligono regular de n lados ins-
crito en la circunferencia O.

AMBNCPDQ - ---- es el poligono regular de 2 n lados inscri-
to en la circunferencia O.

tEsis:  AM 4 MB 4+ BN 4 -+

Fig. 216
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253. TEOREMA 67. “El perimeiro de un poligono regular circunscrito
de 2n lados, es menor que el perimetro del poligono regular de n lados, cir-
cunscrito a la misma circunferencia.

aipdTesis:  ABCD --- (Fig. 216) es un poligono regular de n lados cir-
cunscrito a la circunferencia O.

resis: MN + NO+OP 4PQ+ - AB4+BC+CD 4 -+

NOTA. Las demostraciones de los teoremas 66 y 67, las dejamos al alumno.
Recuerde que: “La menor distancia entre dos puntos, es el segmento que los une”.

254. LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA. Observemos que al du-
plicar ¢l nilimero de lades,el perimetro de un poligono regular inscrito en
una circunferencia aumenta y el perimetro disminuye cuando el poligono es
circunscrito.

Ejemplo. Sea el triangulo inscrito AABC (Fig. 217) y el circuns-
crito AA'B'C’ a la misma circunferencia.

El perimetro del tridngulo inscrito P; es menor que el perimetro del
tridngulo circunscrito P'3, es decir: Py < P';.
Si duplicamos el niumero de lados de ambos poligonos tendremos un
hexégono inscrito y otro circunscrito :
y en ellos resultara:

Py Py,

Nétese que P ha aumentado (Pg > Ps) c
v que P’ ha disminuido (Ps < P'4).
Esto,expresado matematicamente y res-
tando ordenadamente, seria:

Py > Py
P; < Pg
RN RS ®

Ll P’g:Pg}Fﬂ—Pg
Anélogamente resultaria: & B8
Plg—Pg > Pig— Py Al B
Plyg—Pys > Plyy— Pay
Ploy — Py > Plyg— Piys, elc. Fig 217

Es decir, a medida que se va duplicando el ntimero de lados de los
poligonos inscritos y circunscritos, la diferencia entre sus perimetros se va
haciendo cada vez mas pequefia, llegando a ser tan pequefia como se guiera.

Si el nmimero de lados de estos poligonos contintia duplicindese inde-
finidamente, la diferencia entre ambos perimetros tiende a cero. En
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matematicas se dice que ambas sucesiones Py, Pg, Py -+

Fig, 218
256. TEOREMA 68.

circunferencias cualesquiera es igual a la

Figs. 219

HIPOTESIS

GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO

y Py Py, Pys
de perimetros tienen un limite comiin
el cual se llama longitud de la cir-
cunferencia.

255. RELACION ENTRE LA
APOTEMA Y EL RADIQ Observe-
mos (Iig. 218) que a medida que se
duplica el nimero de lados de un po-
ligono inscrito, la apotema se va hacien-
do cada vez mayor y acercandose inde-
finidamente al valor del radio. El radio
del poligone no varia y siempre es
igual al radio de la circunferencia cir-
cunscrita.

PROPORCIONATIDAD ENTRE LAS LONGITUDES DE CIR-
CUNFERENCIAS Y SUS RADIOS O DIAMETROS.

“La razon de las longitudes de dos
razén de sus radios y de sus diametros”

Iy 219.2

Sean C y C’ las longitudes de las circunferencias O y O’

(Fig. 219) de radios r y r’ v didmetros d y d'.

&

r
TESTS.

Construccion auxiliar.
rencias un poligono regular, ambos del
y A'B'C’D'E'F’ esos poligonos y sean

sifeack

Inscribamos en cada una de esas dos circunfe-

LA
e A

mismo ntimero de lados. Sean ABCDEF
P y P’ sus perimetros.
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DEMOSTRACION:
P r e = , . _
7 = — Porque la razén de los perimetros de dos poligonos
r i L " . W
regulares del mismo niimero de lados es igual a
la: vazon de sus radios (por ser losipoligonos se-
miejantesy,
lim P r

=7 (1) Porque la proporcionalidad anterior se cumple
cualquiera gue sea el niimero de lados del poligono.

Pero: lmP=0C (2) R : . ;
Bor da St ' de - lon I ; ;
1 el 1:69) or definicidn 'de longitud de circunferencia.

Sustituyende (2) v (3), en (1), tenemos:
CrEr
s 4)
Multiplicando por 2, los dos términos de la 2* razén:
L . L (5)
g 2 &

Pero: 2r=4d (6)
i (7)
Sustituyendo (6) y (7) en (5), tenemos:

Comparando (4) y (8), tenemos:
e e
s i

257. COROLARIO “La razén entre la longitud de una circunferencia
y su diametro, es una cantidad constante”

HiroTesis Sean C y €' las longitudes de las circunferencias O y O
de didmetros d y d'.

: i
TESI_E { : ? = ?— "
DEMOSTRACION:
e d X :
=T Teorema anterior;
] '
% = g-,- Intercambiando  los” medios
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258, EL NUMEROJ. El valor constante de la razén de la longitud de una
circunferencia a su didmetro, se representa por la letra griega & (pi). Es decir:
g-— —a-

Este numero 7., es un numero irracional, es decir, no se puede expresar
por ningtin niumero entero o fraccionario. Se ha calculado con muchas cifras

decimales y unos cuantos valores aproximados son los siguientes:

o2
7
m=314
= 3.1416
55
1

' 7t — 3,1415926535 - -
Generalmente se usa el valor 3.14 o 3.1416.

259, COROLARIO. “La longitud de una circunferencia es igual al duplo
de s, multiplicade por el radio”.

DEMOSTRACION
% — T Por definicion;
C=mnd (1) Despejando C;
y como: d =2r (2) Definicion;

sustituyendo (2) en (1), tenemos:
E=8(2) O BT

260. CALCULO DE LA LONGI-
TUD DE UNA CIRCUNFERENCIA.
Hallar la longitud de la circunferencia
cuyo radio vale 6 em.

Formula: C=2=nr

C=2%X314X 6
=18 % 3.4

C = 37.68 cm.

261. LONGITUD DE UN ARCO

DE CIRCUNFERENCIA DE »° Si
Fig. 220 C=2mr es la longitud de la cir-
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cunferencia (360°) la longitud del arco de 1° sera Béggr porque 1° es 3—éﬁ

de una circunferencia. ([ig. 220)
Y la longitud, I, de un arco de n° sera:

2 7 rn®
b= —3gp5"
7 rn°
l = g5 Simplificando-

262 CALCULO DE VALORES APROXIMADOS DE » Tomando
r =1, calculemos los perimetros de los hexdgonos regulares inscrito y
circunscrito.

INSCRITO: =1, le=T Pe = 6 I,
o=l L Pe= X1 =8,
CIRCUNSCRITOS. Ls= 2k
J 4 ol . uwm
Lﬁ:g—_ﬁﬁ‘;;:izgﬁ=1.1547
A S 3
Pr=—6Ls—= 0% 1.1547 = 6.9282
Valores aproximados de o
P 6 ey emamE
E_E_a y ?_ 5 = 34641

Duplicando el nimero de lados de dichos poligonos, obtendriamos para
el dodecagono:

Formula: ls, = \/zrz-—r\.%rz— 1.2
Z}*z ='\/?. X 12 — 1 \/‘4‘ )( 12— 1% 2\/2— \f4—1
=2 —/F=/2 —1.7321 = /02679

= 0.5176.

P = 12 X 0.5176 = 6.2116.
Anélogamente para el circunscrito, tendriamos:

Py = 12 % Ly = 12 %X 0.5358 = 6.4307.
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Valores aproximados de n:
P 64307

P __ 62116
T="po=31088 y =20

= 3.2153.

Continuando este proceso podriamos formar el siguiente cuadro:

dril"l‘j';;‘; POLIGONO INSCRITO POLIGONO: GIRCUNSCRITO
L P .g. i P .‘;i
6 1 6 3 1.1547 |  6.9282 3 464
12 05176 | 6.2116 | 31058 | 0:5358 | 6.4307 | .3.2153
24 0-2610  } 6.2652 | 3.1326 | 0.2633 |.6.3193 | 3.1596
48 0:1308 | -6.2787 34393 || 01310 |.: 6.2921 3.1460
96 0.0654 | 6.2820 | 3.4410 | 0.0654 | 6.2854 | 3.1427
192 0:0327 | 6.2829 | 3.1414 | 0.0327 | 6.2837 | 31418
384 0.:0163 | 6.2831 31415 | 00163 | 6.2833 | 3.1416
768 0.0081 6.2831 31415 | 0:0081 6.2832 3,1416

Lasrazunesap—ygﬁendmﬂlvalordem

Comparando las tres primeras y tomando las cifras comunes, tenemos
el valor m = 3,

Comparando las tres siguientes tenemos s — 3.1,

Comparando las razones correspondientes a los poligonos de 96 lados,
obtenemos st = 3.14.

Continuando este proceso, podemos obtener el valor de @ con la aproxi-
macién que se desee. Este método se conoce con el nombre de “método de
los perimetros”.

Como puede observarse, el método es muy laborioso.

263 METODO GRAFICO PARA RECTIFICAR APROXIMADA-
MENTE UNA CIRCUNFEERENCIA. Rectificar una circunferencia es ob-
tener un segmento rectilineo cuya longitud sea igual a la de la curva.

1) Tracemos un didmetro AB (Fig 221).

2) Por A, tracemos la tangente.

3) Sobre dicha tangente y a partir de A tomemos tres didmetros. Se
obtiene el punto E.
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Fig 221

4) Tracemos /BOF = 30°.
5) Bajemos FD 1 OB.
6) Unamos D con E. DE es la solucién del problema.

264 JUSTIFICACION DE LA CONSTRUCCION ANTERIOR
En el AAED:
(DE)AEA)'4+(AD)* (1) Teorema de Pitigoras.
Pero: AD = A0 + 0D ~(2)  Suma de segmentos,
Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
(DE)'XEA’+ (A0 + OD)* (3)

Pero: EA—=3d—=6r (4Y  Construcciéng
A0 =r (5) ' Construccion.
r\/
OD = as = ;E (6) . . .Apotema de un. hexigone
1nScrito 7 DOF = 30°.

Sustituyendo (4), (5) y (6), en (3), tenemos:
(DE)= (67)+ ['r+ "f ]

=3ﬁr“+r*+r’\/§+¥

=r (364 1) V3 + —2— Sacando r* en factor comimn;

=r2 (364141734 0.75)
=12 (39.48)
= 39.48 r*
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.. DE*=+/3048 ¢
=1/3948 - r
=628 r
=2X314xXr=2mnr

EJERCICIOS

(1) Los lades de dos poligonos estén en la relacién 2:7. ¢Se puede
afirmar que son semejantes? ;Por qué?
R: No Falta la igualdad de los angulos

(2) Dos eptdgonos son equidngulos. ;Se puede afirmar que son se-
mejantes? ;Por qué? R: Na Falta la proporcionalidad de los lados

(3) Dos rectangulos son semejantes. Los anchos respectivos son 16
¥ 24 metros y el primero tiene 30 m de largo. ;/Cuél es el largo del segundo?
A: 45m

(4) Los lados de dos decdgonos regulares miden 3 y 5 m. Hallar las
razones de: @) sus lados; &) sus perimetros; ¢) sus radios; d) sus dia-
i 2} R, S r d & 3
m » €) sus apotemas. : ?_F*?—E—E—E-

(5) En una circunferencia de 10 m de didmetro, el lado del poligono
regular de 48 lados, inscrito en la misma, mide 1.3 m. Calcular el lado
de otro poligono regular del mismo niimero de lados, inscrito en una circun-
ferencia de 125 m de radio. R: 325m

(6) El perimetro de un poligono regular de 96 lados mide 312 m
¥, su radio 10 m. Calcular el radio de otro poligono regular del mismo niimero

de lados, si uno de estos lados mide 4.5 m. R: 1382 m
(7) Hallar la longitud de una circunferencia cuyo radio mide 9 cm.

R: 56 54 em

(8) Hallar la longitud de una circunferencia cuyo diametro mide 15 cm.

R: 4712 cm

(9) Hallar el radio de una circunferencia cuya lengitud es 628 cm.

R: 1 m

(10) Hallar el didmetro de una circunferencia cuya longitud es 424 m.

R: 13496 m

(11) Hallar el radio de una circunferencia cuya longitud es igual a la
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suma de las longitudes de dos circunferencias cuyos radios miden 6 m y 12 m.

R.: 18 m,

(12) Hallar la longitud de una circunferencia circunscrita a un triangulo
equilétero de 36 m de perimetro. R.: 8/3m m.
(13) Hallar la longitud de una circunferencia inscrita en un cuadrado

de 20 em de lado. R.: 62.8 em,
(14) Hallar la longitud de una circunferencia circunscrita a un cuadrado

de 20 ¢cm de lado. R.: 20n/2 ot cmi.

(15) Hallar la longitud de un arco cuya amplitud es de 30°, que perte-

nece a una circunferencia de 10 om de didmetro. R: 2w cm,
(16) ¢Cual es la amplitud del arco cuya longitud es 5.23 cm si pertenece
a una circunferencia de 20 cm de radio? R 157,

(17) Calcular el radio de un arco cuya amplitud es de 20°, si su
longitud es de 2.79 cm. R.: 8 e¢m,

(18) Hallar la longitud de un arco de 3° 20’ que pertenece a una cir-
cunferencia de 10 m de radio. R.: 058 m.

(19) Hallar la longitud de un arco de 5° 2’8" que pertenece a una
circunferencia de 2 m de radio. R.: 175 cm,

(20) Hallar el perimetro del segmento circular limitado por el lado
del tridngulo equildtero inscrito en una circunferencia de 4 c¢m de radio.
R 153 em.

(21) Hallar el perimetro del segmento circular limitado por el lado del
cuadrado inscrito en una circunferencia de 3 cm de radio. R.: 894 cm.

(22) Hallar el perimetro del segmento circular limitado por el lado
del hexdgono regular inscrito en una circunferencia de 5 cm de radio.
f.: 1023 cm.

(23) La longitud de un arco que pertenece a una circunferencia de 4 m de
radio, es igual a la longitud de un arco que pertenece a una circunfe-
rencia de 10 m de radio. Si el primer arco es de 36°, ;cuantos grados tiene
el segundo arco? R.: 14° 30",

(24) El arco DBC se ha trazado haciendo centro en A. El arco NCD
se ha trazado haciendo centro en B. :

Si AB = 5 c¢m, calcular la longitud de la curva BCD. R.: 15% cm.
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Ejer. 24 Ejer. 25
(25) 8i el radio de la circunferencia O es r, ¢;cudl es el perimetro de

2 0]
la “lanula” ABCD? R o



965 SUPERFICIE. La superficie se refiere a la forma. Hay superficies

rectangulares, cuadradas, circulares, etc.
066 AREA. Es la medida de una superficie. El area se refiere al tarnaii

967. MEDIDA DE UNA SUPERFICIE, Para efectuar la medida
de una superficie se toma como unidad un cuadrado que tenga por lado

la unidad de longitud.
En la préactica el cdlculo del area de una figura se efectiia indirec-

tamente, es decir, midiendo la longitud de algunos de los elementos de la
figura y realizando ciertas operaciones con dichas medidas.

203
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268. SUMA Y DIFERENCIA DE AREAS. El érea de una figura que
sea suma de otras dos es igual a la suma de las 4reas de estas otras.

ABCD (Fig. 222) que es suma de los
triangulos AABC y AACD es igual
- a la suma de las dreas 4, y A de los
b ¢  dos tridngulos. Es decir:
. A=A+ A,

= e Al:iﬁhgmnente, si una figura es igual
L a la diferencia de otras dos, su érea es
" estas otras.
Ejemplo. En la figura anterior:
Fig’-. 222 A1 = A S Az .
260. FIGURAS EQUIVALENTES. Son las que son iguales o pueden
obtenerse como suma o diferencia de figuras iguales. Todas las figuras equi-

valentes tienen igual érea. Reciprocamente, si dos figuras tienen igual area
se dice que son equivalentes.

D C

A B A B
Figs. 223-1 y 223-2
Ejemplo, Sea A, el drea de la superficie ABCD.

Sea A. el drea de la superficie A'B'C'D)’.
Si Ay = A., las dos figuras son equivalentes.

270. CARACTERES DE LA EQUIVALENCIA DE FIGURAS. La
equivalencia de figuras goza de los tres caracteres generales de las
igualdades.
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1) Cardcter idéntico: A es equivalente a A. :

2) Cardcter reciproco: Si Ay es equivalente a A., entonces Ag es equi-
valente a A,. .

3) Cardcter transitivo: Si Ay es equivalente a A y A es equivalente
a A; entonces A; es equivalente a A,

71, TEOREMA 69. Area bpEL &RECTANGULO. “Si dos rectingulos
ticnen igual base e igual altura, son iguales™,

Jii
' Flas, 2241 ¥ '22##2 ;-
%‘Iédfrﬁﬁ,rs AECD i A"ﬂ@"ﬂ’ {Flg 224)" son rectangulos.
‘AR =7F bases;  AD=AD altures.
PESIS: * i PR
DEMOSTRAGION

Llevemos el rectangulo A’B'C'D’ sobre
el rectangulu ABCD, de manera tal que

AR coincida con su igual 4#, coinci- . G el 3

diendo A’ con A y B con B. Postulado del movimiento,

AL mgum la darmuénda 3’3 Por ser. LA = LA =890° por. hi-
. _ N potesis,

D’ coincidira con D. S A'D’ = AD por hipétesis;

D'C” seguira la direccién de DC y BC'
seguird la direccién de BC. Por los puntos B y D solamente pue-
de pasar una perpendicular a los
lados AB y AD, respectivamente,
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Por tanto: €’ coincidira con C. Dos. rectas solamente se cortan en
un punto,

ABCD = A'B'C'D’ Porque superpuestos coinciden,

272. TEOREMA 70. “Si dos rectangulos tienen iguales las bases, sus areas
son proporcionales a las alturas”.

mirdrEsis;  ABCD y A'B'C'D (Fig. 225) son rectingulos de areas A y
A’; bases AB=A'B" y alturas AD y AD’

A AD

A A

C ; : DEMOSTRACTON

D C Supongamos que los seg-

mentos AD y A'D" admi-

ten una unidad comun de

medida “u” (consideran-

do solamente el caso con-

mensurable). Supongamos
que esta unidad estd con-

tenida m veces en AD ¥y
n veces en A’D’, Enton-

TESIS:

~ ces tendremos:
1 i
A B AD = mne (1)
A [ AD =nu (2)
. AD m
Figs, 225-1 y 225-2 i . el (3)

Por los puntos de divisién tracemos paralelas en ambos rectangulos
a AB y A'B'.

Los rectangulos ABCD y A'B'C’'D’ quedaran divididos en m y n rectan-
gulos iguales respectivamente. Sea r el irea de estos rectingulos. Tendremos:

A=star. 4. yo8lewmr  (5)

TR s
s = ET_—;-; (f:lj

Comparando (3) y (4), tenemos:
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273. TEOREMA 71. “Si dos rectangulos tienen las alturas iguales, sus
areas son proporcionales a las bases”.

La demostracion es analoga a la anterior.

274. TEOREMA 72. “Las area:s de dos rectangules son proporcionales
a los productos de sus bases por sus alturas”.

D C

Figs 226-1, 226.2 y 226.3

HipoTests:  ABCD y A'B'C’D’ (Fig. 226), son rectangulos de émﬂg
Ay y Yesed AB by AF =¥ y AD = by XTI

Ay  bh
TESIS: I T
Ay bk

Construceién auxilier. Construyamos ‘el rectdngulo A”B"C”D” de ma-
nera que A’B" = AB=0by AD” = AD'=F. Llamamcs A a su érea.

DEMOSTRACION
Comparﬂndo AB(:D Y AMBHGIID”:
%%- = %‘7 (1) Por tener bases iguales por
construccion
C ; pﬁmﬂdﬂ A’B’C’D’ y A"B"G#D":
Aa E. (2) Por teneralturas iguales por
AL b ' constraccién
Dividiendo ordenadamente (1) y (2), tenemos:
Ak
A
AV
‘A B
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AsA  bh
AA PR
A bh
A B

275. TEOREMA 73,

“El area de un rectangulo e; igual al producto de
su base por su altura”,

HIPOTESIS -

Sea A el area del rectingulo ABCD (I'ig. 227) de base b

y altura A.
TESIS : A=bh
D C
D' c'
h & J A
A b B A b B'

Figs. 227-1 y 227-2
Construccion auxibiar. Construyamos el cuadrado A'B'C’'D’ cuyo lado
mide la unidad de longitud; es decir ' = &' = 1. Este cuadrado serd la uni-

dad de drea, es decir 4, = 1,

D C DEMOSTRACION »
A b h

(porque las édreas de dos rectangulos
son' proporcionales a 1os productos: de
A ! las bases por las alturas)
Pero: A;=1; ¥=1; i =1.

(por construccion)

Sustituyendo estos valores en (1):
A bh
A ! B =

— T

S
A=>bh
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276. COROLARIO. “El éarea del

cuadrado es igual al cuadrade del lade™.

urpdrests  ABCD es un cuadrado (Iig. 228) de lado L

TESIS: A=ERE

DEMOSTRACION:

A=1x1 (1)  Por ser el cuadrado un rectangule,
A=P

277. TEOREMA 74.
felogramo es igual al pro-
ducto de su base por su
altura™

HIPOTESIS!
ABCD (Fig.  229) es un
paralelogramo;
AB = DC = b = base;

DE = h = altu_r-a.'

AREA DET, PARALETLOGRAMO

“El area de un para-

riesis A =bk

Censtriceion auriliar.

iy S
Prolonguemos AB y trace-

Fig, 229

mos las perpendiculares CF y DE. Se formarén los tridngulos rectdngules
ANAED, ABFC y el cuadrilatero EFCD,

DEMOSTRACION:
A= Apprc Tt Ayp—Apee (1)
En DEFC:
DE || CF

.+ DEFC es un rectangulo

Pero: EF =DC =1b
y DE=h
s Apgpe=bh (2)

En AAED ¥ ﬁ.BFC:
LE=/F=I1R

DE —=CF

Por suma y resta de areas,

Por definicion;

Area del rectangula

Por construccion;
Ladas opuestos de un paralelogramo;

Paralelas entre paralelag
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AAED = ABFC Por tener iguales la hipotenusa Yy

un cateto
Aasxp = Apre (3) Las figuras iguales son equivalentes
Apep = bh+ Ay — Agec

A=b-h

978. TEOREMA 75. Anea per. triancuro. “El area de un triangulo
es igual a la mitad del producto de su base por su altura”s

HIPOTESIS:

B SR s f__ - i o ey E  adBe (Fig. 230) es un
: | Fo triangulo de base AB=b
! : ,’ y altura CD=h.

. : ;

: " : ,’f pEsIS: A= Eg—h—

: .

- b L/ Construccion auxilier.

Por el vértice C, tracemos
una paralela a AB y por
o el vértice B, tracemos una
paralela a AC. Sea E el punto en que se cortan dichas paralelas. Se forma
el cuadrilstero ABEC y el AECB. Tracemos la altura BF del NECB.

K D 5

Fig = 230

DEMOSTRACION

(1)  Diferencia de dreas;

A pe = A g — Ages
ABEC es un paralelogramo CE || :‘ABy BE || AC por cens-

truccions;

y AB = b Por hipdtesis;
CD=h
Asppo=20b"h (2)

Ademas:

En los tridngulos AECB y ANABC:
BC = BC Lado comun;
=0 |
W=
AECB = NABC Por tener los tres lados iguales;

Apen = Asne (3) Figuras iguales tienen areas iguales;

I.ados opuestos de un- paralelogramo;
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Sustituyendo (2) y (3), en (1):
Agpe=bh— Aspe

Aipe+ Aspe=bh Trasponiendo;
2Aipne=b"h Sumando;
b} :
Aupe = ——Q—z- Despejando;
b : g
A= -?h Llamando A ‘el ‘area ‘del A ABC

279" COLORARIO 1. *“Las areas de dos tridngulos son proporcionales a
los productos de las bases por las alturas”,

Figs. 2311 y 251.2

niroresis: . ABC y A'B'CY (1ig. 231) son dos tridngulos de bases b y &’
y alturas A y #'.

2 A bA
TESIS: A,g mw.
pemostaacion. Las areas de los tridngulos AABC y AA’B'C' son:
iy = ";‘ (1) as=22 @)
Dividiendo (1) y (2), tenemos: . b :% 54
As . 7

15

280. COROLARIO 2. “Las areas de dos triangulos cuyas bases son
iguales, son proporcionales a sus alturas y si las alturas son iguales, son pro-
porcionales a las bases”
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a) Si b=1">', de la igualdad:

A B A ler. corolario;
-.f;; :T.W er. 1'0:ario;
- —‘11*2 A Simplificando
Ag F’ . .
b) Si h=h, de la igualdad:
A _ bh SRGRE
442 = W er. corolario;
ml - A B Simplificando
A, 0 = ey &
281. COROLARIO 3. “Si dos triangulos tienen igual base ¢ igual altura
son equivalentes”,
VL ter. corolario;
AT VH sy ’
si b="5b' y h=FH, resulta
%;_ g Sisplifieando;
A] frvesced Az

Trasponiendo.

282 TEOREMA 76. “Si dos tridngulos tienen un dngulo igual, sus areas
son proporcionales a los productos de los lados que forman dicho angulo”.

Figs. 232-1 y 232.2
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mreoTests:  En los tridngulos ABC y A’B'C’' (Fig. 232) se verifica
que /A= /A"

TESLS:

A_ﬂw bc

crrmg 7
AJ"'B'C" bf C

Construccién auxiliar. Tracemos las alturas BD — h y B =¥k, Se
forman los triangules rectangulos AADB v AA'D'F’.

DEMOSTRAGION :

A 4o b, bh
A,ﬂf'c* b K

Aawe Bk

En los ANADB y NA’D'B’:
D= D= 1R
¥y LA= /A

ANADB ~ NA'D'B

h ¢ \

Loy (2)
Sustituyendo (2) en (1):

Aize b ¢

A,"rﬂkcr iz F x c_l'

AA'!B'C’ e

GEDMETRIA (BALDOR) — B.

Porque las areas de dos tridangulos son pro-
porcionales a los productos de las bases por

. las alturas;
Descomponiendo la segunda razén,

Por construccién;

Por hipdtesis;

Por ser rectangulos y tener un édngulo agu-
do igual;

Comparando los catetos: % y Ky las hi-
potenusas.

Efectuando operacicnes.

CI

Figs. 233-1 y 233.2
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283. TEOREMA 77. “Si dos tridngulos son semejantes, sus dreas son
proporcionales a los cuadrados de sus lados homologos™.

mipdresis:  Los tridngulos ABC y A’B’C’ son semejantes. (Fig. 233).
Aszo _ (CA)

TESIS: _———
A;l’l’t’ (cfA’}z
DEMOSTRACION -
En los AABC y AA'B'C’ se verifica:
A;ng m' ?}F

A = W Teorema anterior;
. Mase CA-CB

- » = 1 i -
g Vo s d (1)  Descomponiendo la segunda razén

CA CB
P P g, ——3 2 Y h ot 'BIC! i-
ero C’A" ?B’Iz‘ ( ) 4 gue &ABC &A B'C por l'fl
potesis.

Sustituyendo (2) en (1):

Asso _ CA LRV CA
A ~0a " a

2
fi _—_(-(é% . Efectuando operaciones.

284. TEOREMA 78, AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE SUS

LAapos. Férmura pe He-

B RO6N. “Fl 4drea de un

triangulo en términos de sus

lades a° b y ¢ esta
dada por la férmula:

!
I
f
I
:h A=y/p(p—a)(p—b)(p—rc),
| donde p es el semiperimeiro
M del triangulo”,
A b D C HIPOTESIS !
Sea el AABC (Fig. 234)
Fig, 234 de drea A.

TESIS: A=\/p(p—a)(p—b)(p—-c).
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DEMOSTRACION -
g
A= 3 bh (1)
Pero:
W= —ap—Bp—o @

Sustimyendﬁ (2) en (1), tenemos:

A_be 2 rp—a) (p—B) (p—0©)

A=\Vpp—a(p—b) (p—0)

215

Area de un triangulo,

Altura de un tridgngulo en fun-
cién de sus lados (Art. 160),

FEfectuando operaciones y sim-
plificando

285 TEOREMA 709. AREA DE UN TRIANGULO FEQUILATERO EN FUNCION

peL Lapo. “El area

la formula:

PR ()
4
DEMOSTRACION 1
A= \/}:{p-——ﬂ) (p—Db)(p—c)
A b=c=

Sustituyendo (3) en (2), tenemos:
4141 31
et TRARNRY ]

Sustituyendo (3) y (4) en (1), tenemos:

- A0 )

3!-—21
Sustituyendo (6) en (5), tenemos:
.7 IS B A

A=/ T 1EY

A:\/g

A, de un triangulo equilitero de lado [ esta dada por

(1) Férmula de Herdn ,
(2) Semiperimetro g

(3) Por ser el tridngulo
equilatero,

(4)

5)

¥ i

(6) Efectuando operaciones,
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B\/3 Efectuando operaciones
A=—— : S
4 y simplificando.

286. TEOREMA B(0. ARea DEL TRIANGULO EN FUNCION DE SUS LADOS
Y DEL RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA INSCRiTA. “El area de un triangulo es
igual al producto de su se-
miperimetro por el radio
de la circunferencia ins-
crita”,

HIPOTESIS:
Sea el AABC (Fig. 235)-
r el radio de la circunfe-
rencia inscrita y p el se-

miperimetro.

Fig. 235 TESIS: A=pr.

Construceién auxiliar. Unamos el centro O de la circunferencia inscrita
con los vértices A, B v C. El AABC quedara descompuesto en AAOB,
ABOC y ACOA. Tracemos las alturas 55, -(-)TE—y OF de estos tres triangulos.

DEMOSTRACION :

ATtk e YA+ A, (1) Suma de areas;
Yy OD=QE=0F=r Por ser perpendiculares
Pian: a los lados tangentes.
1 = 1 |
Ay =5AB-OD=5 4B r
1 1 S >
>, P -Z-BC - OE = 5 8BC-r % (2)  Por area del triangulo.
A= CR-DF = TR
coa— 3 =gtd-r

Sustituyendo (2) en (1), tenemos:

A.{H{F“—_éﬂ' r—}-%ﬁ- r+%ﬂ-r

I VT :%— (AB+BC +CA) r (3) Sacando factor comtn.
Pero: 1 (AB+ BC + CA) =p (4)

Sustituyendo (4) en (3), tenemos: A=p-r
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087 TEOREMA 81. AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE 5US LADOS

Y DEL RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA CIR-

cunscirta. . “El drea de un tridngulo

es igual al producto de sus lados divi-

didos por el cuadruplo del radio de la
circunferencia circunscrita”.

mporEsis:  Sea el AABC (figu-
2 236), R el radio de la circunferencia
circunscrita y A el 4rea del tridngulo.

TESIS: A= i%

Construccién auxiliar. Tracemos
la altura =#h y el didmetro BE,
que pasa por B. Sea E el otro punto Fig. 236
donde el didmetro corta a la circunferencia O. Unamos A con E. Se forman
los tridngulos ABAE y ABCD.

DEMOSTRACION:
1
A = 5 bh (1) Avea del triangulo
Pero: En los ABDC y ABAE:
(D= (A=1R Por construccién y por inserito. em uma
semicircunferencia;
y = 2E Por abarcar el mismo ayco NAB;
ABDC ~ N\BAE Por rectangulos y temer un' angule agu-
do igual;
h & _ .
T = Comparande dos. catetos -homélogos y las
¢ B :
. hipotenusas.
h =35 (2) Despejando 4.
Pero: BE = 2R (3) Por ser BE un .diametro.
Sustituyendo (3) en (2):
s

Sustituyendo (4) en (1):
_ abe
4R

Efectuande operaciones,
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288. TEOREMA 82. Amrea perL romBo. “El area del rombo es
igual a la mitad del producio de sus diagonales”.

HIPOTESIS:  ABCD (Fig. 237) es un rombo; f: & diagonales.
BD =d
TESIS: A —_— -é.‘.f;-. = ]
2
DEMOSTRACION:
Agps=A5.+4,, (1) ‘Suma'de éareas.
Pero: AAW=%E* BO (2) Area del triangulo;
Aios :%I{T- 0D (3)  Area del triangulo.

Sustituyendo (2) y (3) en (1):
Ausip =5 AC - BO+ 3 AC - OD

S Ao = %-_{_f (BO + OD) (4) Sacando factor comun.

Y como: AC=4d' (5) Por hipétesis;

y BO 40D =d (6) Suma de ségmentos;
Sustituyendo (5) y (6) en (4):

A{mn:%égz-@g’;
B
D C
d
\N

Fig. 237 Fig. 238
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289. COROLARIO. “El area de un cuadrade es igual a la mitad del
cuadrado de la diagonal”.

miporests:  ABCD  (figura 238) es un cuadrado de diagonal

AC = BD = d.
2
TESTS: A= %— ;
DEMOSTRACION
A= EQE (1) Area del rombo,
Pero: AC =BD =d (2)
Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
q4_24a_& ;
S g Efectuando operaciones.

290. TEOREMA 83. Area pei teaPEcio. “El drea de un trapecio es
igual a la semisuma de sus bases multiplicada por su altura”.

HIPOTESIS: :
ABCD (¥ig. 230) es un D b C F
trapecio de base mayor
AB = b, base menor DC
=¥ y altura DE = h.

TESIS:

A= —--—-——-——-—(b +2b’}k "

Construceton auziliar. A by | B
Tracemos la diagonal BD.
Se forma el AABD de Fig. 239

base & y altura i y el ADBC de base I’ y altura h.

DEMOSTRACION :

A i T Ayt A (1) Suma de areas.
Pero: -A,um:%b. h (2)

Area del triangulo.

y Aoso=5blk (3)
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Sustituyendo (2) y (3) en (1):

A.ufm:%bh'jr‘%b’h
A.tiwn =%h(b + b’)

_ h(b+¥)
A_.—zw-.

Sacando factor comun.

291. TEOREMA 84. ARega DE UN pPoLiGoNO REGULAR. “Fl area de un

D

DEMOSTRAGION :

AJF(}'”':A‘QW +A30¢;+

Pero: A‘g.g:%lﬂ

Anau=%lﬂ

Yy asi sucesivamente.

Sustituyendo (2), (3), etc. en (1):

poligono regular es igual al producto
de su semiperimetro por su apotema’.
HIpOTESIS: ABC - (Fig. 240) es
un poligono regular de n lados;
[ = lado; a = apotema;
p = semiperimetro.

TESIS: Agme-- =p-a.

Construccion auxiliar. Tracemos
la circunferencia circunscrita al poli-
gono y unamos el centro O con cada
uno de los vértices. Se formarin n
triangulos de base ! (lado) y altura
a (apotema).

(1) Suma de areas.
(2)

(3)

Agpe - :%Ia+e!2—la+ =+ (n veces)

Aspe =-;—1a-n
Amv"':“éa

¥ Como: n_l =p
2

(4)

(5)  Por definicién,
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Sustituyendo (5) en (4), tenemos:
A=pa

292, TEOREMA 85. “El area de
un circulo es igual al producto de z por
¢l cuadrado del radio”.

HIPOTESIS: Son (Fig. 241) oy
cunferencia de centro O y radio r.

TESIS: A i

Construccién auzilier. Inscriba-
mos en la circunferencia O, de longi-
tud C, un poligono regular ABC ---
Sea P == 2p su perimetro y a su

apotema.
DEMOSTRACION:
Aupo ' =pa= P_;_‘ (1) Area del poligono regular,

Si duplicamos indefinidamente
el nimero de lados del poli-

gono, resulta:
lim Agpe ** - ZH“‘P a\:( lim a (2) Porque la relacién ‘(1) es cierta para
-‘3 cualquier mimero de lados del poligono.
Doeer i hans o (3) El limite de la sucesién de dreas de los
poligonos es el drea del cireulo;
mP =C (4) Porque el limite de la sucesién de pe-
rimetros de los poligonos inscritos es la
longitud de la ciréunferencia,
Th e (5) El limite de la sucesién de apotemas de

los poligonos es el radio.
Sustituyendo (3), (4) y (5) en (2):
C-r
5 (6)

R . (7) lLongitud de la circunferencia.

A=

Sustituyendo (7) en (6):

S (Qar)r
e
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R22
2@ r?
A=""
2
A =05 r* Efectuando operaciones y simplificando
“Las areas de dos circulos son proporcionales a los

293 COROLARIO
cuadrados de sus radios o a los cuadrados de sus didmetros”

Figs 242-1 y 242.2
O y O" (Fig. 242) son dos circunferencias de radios r y r/,

HIPOTESIS:
didmetros d y d' y dreas A y A’

A r? a2
TESIS: _Z’ — ?5 —_— 'R_’? ;
DEMOSTRACION:
. el (1)) .
A = nwr? (2) { Area del circulo;

Dividiendo (1) entre (2). tenemos:
A 7 re

"-—:ﬂr’ﬂ

Simplificando;

Ao
b i
d
Yy como: r=g (4)
d
sustituyendo (4) y (5), en (3)
5
A
T=FF Efectuando operaciones;
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A d*

T = 7 (6) Simplificando-
Comparando (3) y (6), tenemos

A _ 2 & L3

AT P Caricter transitivo:

204. TEOREMA 86. “El area de una corona circular de radios R y r es
igual al producto de z por la diferencia de los cuadrados de dichos radios”.

mipéresis:  Sea la corona circular de la i, 043, de radios r y R
Designamos por A;, As vy A las areas de los circulos de
radios R y r, v de la corona circular.

A=m (R*—r?).

TESIS*
DEMOSTRACION®
A=A —A; (1) Diferencia de areas:
Pero: Ai=nR? (2) Area del eircules
_y A—z =anr (3\’

Sustituyendo (2) y (2) en (1):
A=xnR—ar

A=n(R*—r?) Sacando factor comin:

Fig* 243 Fig* 244

005, TEOREMA 87. Amea DE UN SECTOR cIRCULAR. “El area de un
sector circular es igual a la mitad del producio de la longitud de su arco

por el radio™.
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HIPOTESIS:

GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO
Sea la circunferencia de radio r (Fig. 244) y AOB un sector

circular de n°. Designemos por [ la longitud del OAB.

Ir

TESIS: A —
408 ="
DEMOSTRACION:
El area del circulo, limitada por la cir-

cunferencia completa (360°), es igual
amr

Un sector cuya amplitud sea de 1°,
7 r

360

tendra un drea de

Por tanto, el drea de un sector de am-
plitud n° sera:
wrin®

A= T

1 zrn® ;

Avor =5 Tgp0 o

como: ol =i
S I

(2)
Sustituyendo (2) en (1), resulta:

Ir
Ason= 5 -

Area del circulo;

: i
3 o - =
Por ser dicho sector 360 del
circulo;

Por ser n veéces mayor;

Ley disociativa;

Longitud de un arco de n°.

Efectuando operaciones.

0o

q

— T — - —

Figs. 245-1 y 245-2
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296.. COROLARIO. “El 4rea ‘de un-séctor circular es equivalente a la

de un wridngulo que: tenga por base la longitud del arco que limita al sector y
por altura el radio de la circunferencia”.

En efecto:

ir
Area del sector de arco [ y radio r (Fig. 245) = e

e l
Area del tridngulo de base ! y altura r — _Er.,

Figs. 246-1 y 246-2

297. SECTORES CIRCULARES SEMFJANTES. Son dos sectores tales
eomo los AOB y A'O’B" (Fig. 246) de igual amplitud n° pero que pertenecen
a circulos distintos (de radio ry y r2).

298. TEOREMA 88, “Las areas de dos seclores semejantes son pro-
porcionales a los ' cuadrados - de sus radios”.

Figs, 247-1 y 247.2
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spoTesis:  Los sectores AOB y A'O’B’ (Fig. 24/) son semejantes, siendo
ry y r» los radios y A; , A las areas.

e A
S ; Aq ro®
DEMOSTRACION:
7 ri?n® :
A1 =350~ () seculars
2y Area del sector circulars
wra'n
> @)

g
Dividiendo (1) entre (2):

7w rat n®
e ————

A,y =1 0
Az @mrtn®

360°
A:L rﬁ

Ve P Simplificando-
2 2

900. TEOREMA 89. AREA DE UN TRAPECIO CIRCULAR: “El drea de un tra-
pecio circular limitado por dos arcos de
radios R y r,y por dos radios que forman
un Angulo central de n°, estd dada por
la formula:
nn® (R*—r?)
360°

mipotests: ABCD (Fig. 248) es
un trapecio circular de radios R y r
y amplitud n°. Designemos por:
A el 4rea del trapecio;
L la longitud del NAB y
! la longitud del NCD.

an®
Fig 248 tesis: A = 355 (RE—r%).
DEMOSTRACION :
A=Asor— Acop (1) Diferencia de areas-

at R n®

Pero: Aioz= “360° (2)
g Area del sector circular;

Y Agop = “360° (3)

Sustituyendo (2) ¥ (3), en (1):
nRn® «wrin®
A==3g" —360°
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Ciia naRn° —mrn®

360° Efectuando operaciones;
7 n® (R2—r?)
- 360° Sacando factor comun

300. COROLARIO. “El area de un trapecio circular es equivalente a la
de un trapecio rectilineo que tenga por bases los arcos rectificados que limitan
al trapecio circular y por altura la diferencia de los radios”.

I %
¢ "'IL \_\.
!a’ "," \\
e E G—
; R=r
A B A L B
L

Figs. 249-1 y 249.2
&
En efecto: En la figura 249 tenemos:

- (Areatrapecio @ n® -
= cireular) ~360° &)

L&)
P (R4-7) (R—7r) Descomponiendo la di-
360° s
ferencia de cuadrados;
,__mn® (R+7) _
Cvicuis | - BN g
o o
B _é [“1 ‘;0?: o+ ?:g(; ] (R—r) (1) Efectuando operaciones
¥ descomponiendo,
B n® :
Pero: S =1 @ |
2 Longitud de un arce;
men' (3) J
TR

Sustituyendo (2) y (3) en (1), tememos:
A:%(Li—l} (R—r)-:(L—_——-;_z)(R—T) (4)
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En la misma figura 249;

: i L1 7
Area trapecio rectilineo — e (R—r) (5)

Comparando (4) y (5), resulta:
Area sector circular = Area trapecio rectilineo.

301. AREA DEL SEGMENTO CIRCULAR. “Para hallar el drea
de un segmento circular (Fig. 250) se halla el drea del sector circu-
lar OACB y se le resta el drea del tridingulo AOB”.

* _f/,

,-;Illfﬂfﬂﬂ!h.. B8

Fig. 250 Fig, 251

Ejemplo. Hallar el édrea de un segmento circular ACB (Fig. 251)
limitado por el lado del hexdgono regular inscrito en una circunferencia
de 8 m de radio.

A0 =08 = 8 m; H:IE:‘J’:Sm; LAOB = n° = 60°,
& 3 wrin® w860 647 32
hica S S a4

F\3 8\3 64V3
= = =—— =16V

Segmento: A= % —16,/3 = 3349 —27.71 =5.78 m2

Triangulo: A

EJERCICIOS

(1) Hallar el area de un rectangulo sabiendo que su base mide 15.38 m
y su altura 3.5 m. R.: 53.83 m”
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(2)  Un rectangulo tierte 96 m? de 4rea y 44 m de perimetro. Hallar

sus dimensiones. b= 16 m.
h= 6 m.

(3) La base de un rectingulo es el doble de su altura y su érea

es 288 m? Hallar sus dimensiones. b= 24 m.
- h=12 m.

(4) El drea de un rectingulo es de 216 m? y su base es 6 metros mayor

que su altura. Hallar sus dimensiones. b= 18 m.
As= 18 am:

(5) La diagonal de un rectangulo mide 10 m y su altura 6 m.
Hallar su érea. R: A= 48 m?

(6) Hallar el area de un rectangulo cuya base y altura son respec-
tivamente el lado y la apotema de un pentigono inscrito en una circunfe-
rencia de radio r.

2 =
R.: % V10 + 235

(7) Hallar el &rea de un cuadrado cuyo lado vale 8.62 cm.
R.: 74.30 cm>.

(8) Hallar el lado de un cuadrado cuya érea vale 28.09 m?
R.: 5.3 m.

(9) Hallar el 4rea de un cuadrado cuya diagonal vale 4\/2 m.
R 16 m

(10) 81 se aumentan 2 m al lado de un cuadrado, su area aumenta en
36 m?2. Hallar el lado. R: 8 m,

(11) Hallar el area de un cua-
drado cuyo lado es el lado del octagono
regular inscrito en una circunferencia

de Tadig 7. R: 7 (2—\/3).

(12) Hallar el érea de un trian-
gulo sabiendo que la base mide 6.8 m
y la altura 9.3 m. R.: 31.62 m2

(13) Hallar el drea de un trian-
gulo cuya base y altura son respecti-
vamente el lado del triangulo equilé-
tero y el lado del cuadrade inscrito Ejer 17
en una circunferencia cuyo radio vale \/2 cm. B.: \/6 cm?
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(14) Hallar el drea de un tridngulo cuya base y altura son respec-
tivamente el lado y la apotema del octagono regular inscrito en una circun-

ferencia cuyo radio vale 4 m. R.:4\/2 m®,
(15) Hallar el érea de un paralelogramo cuya base mide 30 cm y
su altura 20 cm. R.; 600 em?;
(16) En un rectangulo ABCD, la diagonal AC = 50 cm y la base
AB = 40 cm. Hallar su irea R.: 1200 em?,
(17) En la figura (Ejer. 17): AD = 50 em; DC = 30 ecm y
BD = 35 cm. Hallar el érea del paralelogramo ABDE. R.: 660 cm?,

D #
. |
0
A B
Ejer 122 | Ejer 23
D C 2
A C
€ 0
A B
O
Ejer . 24 i

Ejen 25
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O\ -
\ :
| EF\

H Ejer. 28 Ejer. 29

(18) Hallar el area de un tridngulo cuyos lados miden 6, 8 y 12 cm.
R.: 21.33 cm?

(19) Hallar el érea de un tridngulo equilatero de 8 c¢m de lado.

| R.: 16\/3 cm

(20) Los lados de un triangulo miden 6, 8 y 10 m. Hallar su area.
R.: 24 mi

(21) Los lados de un tringulo inscrito en una circunferencia de radio
igual a 3.5 cm, valen 5, 6 y 7 cm. Hallar su area. R.: 15 em3,
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En cada uno de los ejercicios siguientes calcular el 4rea de la parte rayada:

(22) El ABCD es un cuadrado. OA =4 m. R.: 1826 m:.
(23) El ABCD es un cuadrado.
AB =10 cm. R.: 21.46 em2.
(24) El ABCD es un cuadrado.
AB =12 cm. R.: 30.90 cm?.
(25) El ABCD es un cuadrado.

OA =5 cm. R.: 24 cm?.
(26) El ABCD es un cuadrado.

AB = 8 m. R.: 27.47 m®
(27) El ABCD es un cuadrado,
AB =6 cm. R.: 7.72 em?

(28) El ABC es un equilitero.
AB=BC=CA=10cm. P, M y N
son los puntos medios de los lados.

R.: 403 cm?

(29) El ABC es un

equilitero. OA = 12 cm.

R.: 265.32 cm?.

(30) ABCDEF es un
hexagono regular.

OB=2m. R.:218m:

(31) Oy O son dos

circunferencias iguales,
00’ =20 cm.
Ejer. 31 R.: 491.34 cm2
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Rectas y planos

302 DETERMINACION DEL PLANG. Un pl&nﬁ -v-ieﬁe determinado:

1. Por dos rectas que se cortan.

2. Por tres puntos nb situados en linea recta.
3 Por una recta y un punto exterior a ella.
4. Por dos rectas paralelas.

%

303 POSICIONES DE DOS PLANOS Des planos 'pm?déﬁ ocupar las
siguientes posiciones: j :

{. Cortorse. En este caso tienen una recta comun ane se llama inter-
seccion de los dos planos.

233
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-——

2. Ser paralelos. Cuando no tienen ningin punto comun.
Segiin esto, si dos planos tienen un punto comin tienen una recta comin.

304. POSICIONES DE UNA RECTA Y UN PLANO. Una recta y un
plano pueden ocupar las siguientes posiciones:

1. Estar la recta a en el plano.

2. Cortarse. FEn este caso tienen
un punto 4 comun.

3. Ser parualelos.  Cuando no tie-
nen ningun punte comun.

305. POSICIONES DE DOS REC-
TAS EN EL ESPACIO. Dos rectas en
el espacio pueden ocupar las siguientes
posiciones:

. Cortarse. En este caso AB y
BE tienen un punto comun B.

2. Ser paralelas. Cuando estdn
en un misme plano y no tienen ningun
punto comun., Ejemplo AB y CD.
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3. Cruzarse. §i no estin en un mismo plano. En este caso no
tienen ningun punto co-
mun ni son paralelas. Se

dice que son alabeadas.
Ejemplo: AD y BE.

306.. TEOREMA. .90.
Las intersecciones . a y b
de dos planos paralelos o
y B con un teroer plane ¥
son rectas paralelas.

En efecto, si las rec-
tas @ y b se cortaran, el
punto de interseccién per-
teneceria a los planos a y
B y en este caso no se-
rian paralelos, contra la hipdtesis.

307. TEOREMA 91. Si dos rectas a y b son paralelas, todo plano a que
pase por una de ellas b es
paralefo 2 la otra. a :
En efecto, si la recta !
a cortara el plano a en el %
punto A, trazando por es- K

te punto una paralela ¢ a
la recta b tendriamos por
A dos paralelas a una mis-

ma recta, contrario al pos-
tulado de Euclides.

308. COROLARIO. Si una recta AB es paralela a un plane a Ia intersecceion
MN del plano @ con oiro A 8
cualquiera que pase por Ia '
recta ey paralela a la recta.

309, TEOREMA “92.
Si dos rectas a y b que se
cortan son paralelas a un
plane @, el plano que ellas
determinan es también pa-
ralelo al plano.
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En efecto, si el pla-
no de las rectas a y b
cortara al plano en la
recta MN, las rectas a
y b serian paralelas a MN
y habria dos rectas pa-
ralelas a una recta por
un mismo punto P, cosa
contraria al postulado de

310. TEOREMA 93. Si un plano a corta a unade dos rectas @ y b

Cororarios: 1.

paralelas corta también a
la otra

En efecto, el plano
determinado por las dos
rectas @ y b corta al pla-
no @« en la recta MN.
51 esta recta corta a b
debera cortar también a
@ y, por tanto, el plano a
corta a la recta a.

Si una recta corta a uno de dos planos- paralelos, corta

también al otro.
2. Si un plane corta a uno de dos
planos paralelos corta también al otro.
3. Si dos planos son paralelos a un
mismo plano son paraleles entre si

311. TEOREMA 94. Dos rectas
b y ¢ paralelas a una tercera a son para-
lelas entre si

En efecto, tracemos el plano a deter-
minado por b y un punto M de la recta
e. Este plano debe contener a ¢, porque
si la cortara deberia cortar también a b
y la contiene. Si contiene a ¢, las rectas
¢ ¥y b no pueden cortarse porgque enton-
ces por el punto de interseccién habria

dos paralclas a una misma recta a, contrario al postulado de Euclides,
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312, TEGREMA 95. Si dos angulos / BAC y / FGH, no situades en un
misme plano, tienen sus fados paralelos y dirigidos en el mismo sentido son iguales.

Construccion auziliar
Se toman AB = FG y
AC = GH, y se unen A
con GyBocon Fry €
con H. :

Aplicando los teore-
mas anteriores se demues-
tra que los triangulos ABC
y GFH son iguales y, por
tanto, los angulos A y G
son también ignales.

Anélogamente se de- _
muestra que si los dngulos tienen los lados paralelos y dirigidos en sentido
contrario son también iguales y si tienen un par de lados dirigidos en un
sentido y un par en sentido contrario son suplementarios.

313. TEOREMA 96. Si se cortan dos rectas por um sistema de planes para-
lelos, los segmentos correspondientes son propercionales.

Sean las rectas AB y
CD cortadas por los pla-
nos a, B, y. Vamos a de-

: AM  MB
mostrar que s =y

En efecto: en el plano

rectas M'P y AC, se ve-
LM AP

B SEy =Py T
el plano BAD se verifica:

AP AM .
PD — MB °
De estas igualdades se deduce, por la propiedad tramsitiva, que:
AM  CM’  AM MB
MB —M'D" e o D!

como se queria demostrar.
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CororLario. Si dos planos paralelos se cortan por un haz de rectas concu-
rrentes los segmentos correspondientes son proporcionales.

314. RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO. Se dice que una
recta es perpendicular a un pnlano si es perpendicular a todas las rectas del
plano que’ pasan por la interseccion.

Al punto de interseccién se le llama pic de la perpendicular

Como es imposible comprobar que una recta sea perpendicular a todas
las que pasan por su pie, se demuestra que si una recta es perpendicular a
dos rectas de un plano que pasan por su pie es perpendicular a todas.

De aqui que para construir un plano perpendicular a una recta en
uno de sus puntos es suficiente trazar dos rectas perpendiculares a la dada
que pasen por el punto.

Por un punto P pasa un plano perpendicular a una recta a y solamente
uno. El punto puede estar en la recta o fuera de ella.

Si tenemos dos pla-
nos paralelos, a vy B ¥
una recta a es perpen-
dicular a uno de ellos
también es perpendicular
al otro.

Por un punto P de
un plano pasa una recta
perpendicular al plano y
solamente una.

Por un punto P exte-
rior a un plano a pasa
una recta PM 'perpem:li(;u_
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lar al plano @ y solamente una.

8

315. DISTANCIA DE UN PUNTO P A UN PLANO a.
mento PM de perpendicular trazada del punto al plano.

239

Es el seg-

Se llama asi por ser menor que cualquier otro segmento PN que une
el punto con cualquier otro punto del plano, pues basta observar que el
segmento oblicuo PN es hipotenusa de un tridngulo recténgulo en el que

la distancia PM es un cateto.

Anélogamente a lo visto en la Geomelria plania. dos oblicuas que se
apartan igualmente del pie de la perpendicular son iguales; y de dos oblicuas
que se apartan desigualmente del pie de la perpendicular es mayor la que

se aparta mas.

316. PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD. 8y de dos rectas
paralelas a y b, una de ellas (@) es perpendicular a un plane,la otra (&)
también es perpendicular al plano.

En efecto: unamos
M con N; por ser a per-
pendicular al plano sera
perpendicular a MN; y
como b es paralela a a
también serd perpendicu-
lar a MN. Para demos-
trar que es perpendicular
al plano tendremos que
demostrar que es perpen-
dicular a otra recta del
plano. Si trazamos por M
y N dos rectas ¢ y d pa-
ralelas tendremos que los
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angulos M y N son iguales por lados paralelos dirigidos en el mismo
sentido y como el angulo
M es recto también lo
sera el N,

Reciprocamente, dos

rectas perpendiculares a
un mismo plano son pa-

ralelas.
Dados dos plancs pa-
ralelos si una recta es

perpendicular a uno de

ellos también es perpendicular al otro.

317. DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS a Y f PARALELOS.

Es el segmento MN de perpendicular comprendido entre los dos planos.
O también, es la distancia de un punto cualquiera M de uno de ellos al otro.

318. POSTULADOS.
1. Dado un plano existen puntos fuera de él.
2. Un plano divide al espacio en dos regiones Hamadas semiespacios.

319, ANGULO DIEDRO. Se llama dngulo diedro, o simplemente diedro,
a la porcién de espacio comprendida entre dos semiplanos que tienen un borde
comin, y estan situados en planos distintos.

Los semiplanos MAB y NAB (Fig. 252) que tienen el borde comin AB,
se llaman caras del diedro.

>
La recta AB se llama «rista del diedro.

El diedro se nombra colocando las letras de los extremos de la arista
entre las letras que designan los semiplanos; asi, el diedro de la figura 252
se designa MABN.

320, ANGULO RECTILINEO CORRESPONDIENTE A UN DIEDRO.
MEDIDA DE IIN ANGULO DIEDEO. Es el dngulo formado por dos rectas,

> =5 ' =
OP y OQ (Fig. 253) perpendiculares a la arista AB. en un mismo punto O,
de manera aue las rectas estén en caras distintas del diedro,

Asi, si O es un punto de la arista AB y PO 1L AB y QO 1 AB, estando

PO en un semiplano y QO en el otro semiplano, decimos que el /POQ
es un angulo rectilineo correspondiente del diedro MABN.,
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Fig. 252 Fig. 253

Obsérvese que todos los angu-
los rectilineos correspondientes de un
diedro son iguales, ya que son dngulos
de lados paralelos y dirigidos en el
mismo sentido.

Medida de un angulo diedro. Es
la medida de un édngulo rectilineo co-
rrespondiente. Si el dngulo rectilineo
es agudo el diedro es agudo, si es recto
el diedro es recto, etc.

321. IGUALDAD Y DESIGUAL-
DAD DE ANGULOS DIEDROS. Dos
angulos diedros son iguales, cuando lo ;
son sus angulos rectilineos correspon- Fig. 254
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dientes. Dos angulos diedros son desiguales cuando lo son sus angulos
rectilineos correspondientes.

322. ANGULOS DIEDROS CONSECUTIVOS. Son los angulos die-
dros como AMNB y BMNC (Fig. 25%) que tienen la arista y una cara
comin que separa a las otras dos.

323, PLANOS PERPENDICULARES. Son los que forman un éngulo
diedro recto.

Propiedades:
I. Si una recta a es perpendicular a un plano e. cualquier plano g

que pase por la recta «
es perpendicular al plano a.

2. Si una recta es
perpendicular a un plano.
cualquier plano paralelo
a la recta también es per-
pendicular al plano.

3. Si dos planos son
perpendiculares. cualquier
recta de uno de ellos, que
sea perpendicular u la interseccion de los dos planos. es perpendicular al otro.

4. Si dos planos @ v B son perpendiculares y desde un punto M de
L=—=iF
uno de ellos trazamos una recta MN perpendicular al otro, esta recta esta

contenida en el plano a.
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5 Si dos planos @ y B que se cortan son perpendiculares a un tercero ¥,
<—>
la recta de interseccién MN también es perpendicular al plane y.

6 Por una recta @ oblicua a un plano @ pasa un plano B per-
pendicular a a y solamente uno.

324, PLANO BISECTOR DE UN ANGULO DIEDRO. < Es el plano que
divide al diedro en dos diedros iguales.

Los puntos del plano bisector equidistan de las caras del diedro.

Los planos bisectores

de dos diedros adyacentes i
395. - PROYECCION :
i

DE UN PUNTO 4 SO-
BRE UN PLANO a. La
proyeccién de un punto A
sobre un plano es el pie A’
de la perpendicular traza-
da desde el punto al plano.
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Proyeccion de una
linea AB sobre un plano
a es el conjunto A’B’
formado por las proyec-
ciones de todos los puntos
de la linea.

Para obtener la pro-
yeccién de una recta so-
bre un plano se traza
por la recta un plano
perpendicular al plano dado. La interseccion es la proyeccién.

326. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN. Es

el segmento de perpendicular comiin comprendido entre ambas rectas.
Para trazar esta distancia sean @ y b las dos rectas. Por un punto M
de una de ellas (&) se
traza la recta ¢ paralela
a la otra (a) la cual de-
termina con b el plano a.
Se traza ahora el pla-
no B perpendicular al a
el cual corta a la recta a

en el punto P.

Trazando desde P la
perpendicular PQ al pla-
no a tenemos que PQ es la distancia- buscada entre las rectas @« v b

v

327. ANGULO POLIEDRO CON.-
VEXO. Es la figura formada por tres

s s L
o mas semirrectas VA, VB, VC, etc.
(Fig. 255), del mismo origen, v tales
que el plano determinado por cada dos
consecutivas deja a las demas de un
mismo lado (semiespacio) del plano.
El origen V de las semirrectas se
.
llama vértice y las semirrectas VA,
— .'-f-} i
VB. VC, etc., se llaman aristas. Los

planos (y también los angulos AVB,
BVC. CVD, DVE y EV A, son lax caras
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del angulo poliedro. Un éngulo poliedro se nombra por el vértice, un
guibn vy las letras de las aristas. Asi, el de la figura 255 es el angulo
poliedro. V-ABCDE.

328. SECCION PLANA DE UN ANGULO POLIEDRO. Es el poligono
determinado por un plano que corta a todas las aristas del fngulo poliedro.

Asi. el éngulo poliedro V-ABCDE (Fig. 255) al ser cortado por el
plano Q, determina el poligono A’B'C'I'E’, que es una seccién plana
de dicho angulo poliedro.

329. ANGULOS DIEDROS EN UN ANGULO POLIEDRO. Son los
angulos diedros formados por cada dos caras consecutivas. Se les nombra por
su arista. Asi (Fig. 255) diremos: diedro VA, diedro VB. etc.

330, ANGULO TRIEDRO. Es el dngulo poliedro formado por
tres semirrectas (figura 256).

; v

Fig: 2:}6 : ' Fig. m

331, CLASIFICACION DE LOS TRIEDROS. Un ﬁﬁgula tnedm puede
puede nemr uno, dos o tres angul@s diedros rectos, en cuyos casos se llama:
rectdngulo, b:rractangum o trirrectangulo (Figr. *?n?) cbvanmte :

Se llaman triedros isdsceles aquellos que tmnen dﬁ@ @m lgﬂalﬁs

332 PQLIEDRE) CONVEXO. Es el cuerpo hmﬂ&ﬂﬂ [m ;ﬂhgﬂnm
llamados caras, de manera que el plano de cada cara da;a a un mismo

lado a la figura. ST

333. POLIEDR’DS REGULARES. Un lx}li.edré- &s # I‘”&gular s1 sus
caras son poligonos regulares iguales y los dngulos poliedros tienen el
misma nimero de caras.

GEOMETRIA (BALDOR) — 9.
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Existen cinco poliedros regulares que reciben nombres de acuerda con
el nimero de caras. Son los siguientes:

4 caras tetraedro (Fig. 258
6 caras hexaedro (Hig. 259
8 caras octaedro (Fag. 2600
12 caras dodecaedro (g 261
2(} caras icosaedro (Fig 2629

Tetraedro regular.

ik e
g oy Ly

Hexaedro regular o cubo.

Fig.- 258
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Octaedro regular.

Fig: 260

Dodecaedro regular.

Fig. 261

247
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icosaedro regular,

Fig. 262

Solamente hay cinco poliedros regulares convexos. La razon es la siguiente:

La suma de las caras de un angulo poliedro tiene que ser menor de
360° (para comprobarlo basta tratar de construir uno cuyas caras sumen
mas de 4 dngulos rectos).

Si tomamos como cara el triangulo equilitero podremos construir
poliedros con:

) caras concurrentes en un vértice (3 X 60° = 180° < 360°) (tetraedro)
4 caray concurrentes en un vértice (4 X 60° = 240° < 360°) (octaedro)

> caras concurrentes en wn Uértice (5 X 60° = 300° < 360°) (icosnedro)
pero ya con 6 caras no serd posible porque 6 X 60° = 360°.

Si tomamos el cuadrado como cara podremos construir con:
Y cares cONCUrFERies .er un veértice {3 x-'gﬁ? = ﬂ?ﬁ") (hevaedro)
v nada mas porque 4 caras va suman 4 X 90° = 360°,
Con pentagonos regulares, cuyo dngulo mide 108° solo se podra cons-
frulr uno con:
} caras concurrentes én n verttce (3% 108° = 324°)  (dodecaedro) .
Con hexagonos regulares, cuyvo angulo mide 120° va no se puede
construir ninguno porque:
) caras concurrentes en un veértice (120 X 3 = 360°).
Y lo mismo ocurre con poligonos regulares de mas de seis lados,
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EJERCICIOS

(1) Hallar el édrea de una cara de un tetraedro regular cuya arista

vale 2 em. ; B W T o0 o
(9} Hallar el area de una cara de un octaedro regular cuya arista

vale 4 cm. R: 4/3 cm®,
(3) Hallar el area de una cara de un icosaedro regular cuya arista

vale 6 e¢m. : B: 9/3 cm?.
| (4} Hallar el 4rea total de un tetraedro regular cuya arista vale 2 cm.

_ R.:4/3 em?

(5) Hallar el 4rea total de un octaedro regular cuya arista vale 6 cm.

: R.: 72v/3 em,

(6) Hallar e] area total de un icosaedro regular cuya arista vale 4 cm.
R B0n/3 cm.

_ (7) Sabiendo que el drea total de un tetraedro regular es 160/3 cm?
mlcular la arista. . _ f.: 4 cm.

(8) Sabiendo que el irea total de un octaedro regular es 181/3 cm’
calcular la arista. R.: 3 em.

(9) Sabiendo que el area total de un icosaedro regular es 20n/3 cm®
calcular la arista. R.: 2 cm,

(1) Hallar el 4rea total de un dodecaedro cuya arista vale 2 cm.
R Ar=108.82,

{11) Hallar el area total de un cubo cuya arista vale 7 cm.
R.: A¢ = 294 cm®.

(12) Hallar la arista de un cubo sabiendo que su érea total es 384 cm?.
R: a==8 cm.
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Prismas y piramides

334. PRISMA. DEFINICION Y ELEMENTOS. 8e llama prisma a
al poliedro limitado por varios paralelogramos y dos poligonos iguales cuyos
planos son paralelos.

Los poligonos iguales y paralelos ABC y DEF; y ABCDJ y EFGHI
(Fig. 263) se llaman bases del prisma; las demads caras del prisma, que son
paralelogramos, forman la superficie lateral del mismo.

Aristas laterales. Son las que no pertenecen a las bases: AE, BF, CD;
AG, BH, CI, DE, JF.

Prisma recto. Es aquel cuyas aristas laterales son perpendiculares a los
planos de las bases. Los prismas de la ligura 263 son rectos.

250
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Fig

Alura de un prisma.
En el prisma recto, la altura es igual
a las aristas laterales.

Prisma oblicuo. Es aquel en que
las aristas laterales no son perpen-
diculares a los plam de las bmes Lil

gura 264,

En el prisma oblicuo la altura se

obtiene trazando desde un punto de

unia base la perpendicular DH (figu-
ra 264 alamrab&se

Segin el numero de lados de los
gonos que forman las bases, los

p.'t‘lsm&s se llaman: /- arigulares. cug:

drangulares.: pentagonales, eic.

335. PARALELEPIPEDO. Es el

PIRAMIDES

83

Es la distancia entre Jos planos de sus bases,

264

Fiag,
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El prisma ABCDEFGH (Vig. 265) es un paralelepipedo.

Dos aristas son opues-
tas cuando son paralelas
y no pertenecen a la mis-
ma cara, por ejemplo, AH
y CF, AB y EF, etc.

Los vértices no si-
tuados en la misma cara,
se llaman opuestos, por
ejemplo, A y F, By E.

Diagonal de un pa-
ralelepipedo es el segmen-
to, como BE, que une dos
vértices opuestos.

Fig. 265 Plano diagonal es el
determinado por dos aristas opuestas: BCEH.

336. ORTOEDRO. Un paralelepipedo se llama recto si sus aristas late-
rales son perpendiculares a las bases.

Si las bases de un paralelepipedo recto son rectingulos, se llama
paralelepipedo recto rectangular o también ortoedro.

Las seis caras de un ortoedro son rectangulos.

337. TEOREMA 97.
“En todo ortoedro, ¢l cua-
drado de la diagonal es
igual a la suma de los
cuadrados de las tres aris-
tas (ue concurren em wun
mismo vértice”,

HIPOTESIS:
ABCDEFGH (Fig. 266)
es un ortoedro;

AB, BC y CF son aristas
concurrentes en un vértice;

AF es una diagonal.
TFSI5:

Fig. 266 (AF)=(AB)'4+BC)4+(CF)"
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DEMOSTRACION:
En el tridngulo rectangulo ACF, tenemos:
(AFY—(AC)+(CF ()
En el AABC, también recténgulo: * Teorema de Pitdgoras.
(AC)’=(4aB)+(BC) (2)
Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
'q@zzLAB)z+(BC)2+(GF ) Como queriamos demostrar.

338. CUBO. Es el ortoedro que tiene iguales todas sus aristas (Fig. 267).
Las seis caras del cubo son cuadrados. El cubo se llama también
hexaedro regular.

339. ROMBOEDRO.  Es el paralelopipedo cuyas bases son rom-
bos. El romboedio se llama recto cuando sus aristas latemles son per-
pendiculares a las bases.

Fig. 267 = Fig. 268

340. PIRAMIDE. Es el pﬂhedm que tiene una cara llamada base,
que es un poligono cualquiera y las otras, llamadas caras ]&temles, son tridn-
gulos que tienen un vértice comin, llamado vémvse o cuspide de la piramide.

La pirdmide FABCDE (Iig. 268) tiene por base el poligono ABCDE
v el vértice es F. Altura es la perpendicular ¥ "ﬁ'trazada del vértice a la base.

De acuerdo con la clase de poligono de la base, las piramides se clasi-
fican en: triangulares, hexagonales, etc. Las caras laterales de la pirdmide
son los ANABF, ABCFKF, NCDF, ADEF, AEFA.
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341, PIRAMIDE REGULAR. Es la pirdmide que tiene por base un
poligono regular y el pie de su altura coincide con el centro de este poligono.
En la piramide regular. las caras laterales son tﬂ&ﬂgﬂl&& isosceles iguales.
I.a altura de cada uno de estos triingulos se llama - po/o0 de la pirdmide.
St una piramide es cortada por un plano paralela a su base, la
seccibn es un poligono semejante a

la base.

342. TEOREMA 98. “La razén
entre ¢l drea de la base de una piramide
y el area de una seccion paralela a ésta.
es igual a la razén entre los cuadrados
de sus distancias al vértice”.

VABCD (Fiz. 269
es una pirdmide vy A'B'C'I) es una
seccién paralela a la base.

VO es la distancia del vértice a la base.
VO’ es la distancia del vértice a la
seccion paralela.

§ = area ABCD.,

8§ = érea A'B'C'DY.

oy
Fig. 260 & g Vo

Construccion auxiliar. Unamos O con A y O con A’, forméndose
AVOA ~ AVOYA por ser OA | O'A”.

DEMOSTRAGION.
En los AVOA ~ AVO'A";
V4 VO
W = W (1)
Pero: AVAB ~ AVA'E Potsor AB° AR
VA _ AB

Lueg{): ﬁ*:ﬁ (21 vk
Comparando (1) y (2):
P o

aF W
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Por otra parte:

S AB*
—_— T e 4‘ ] I Taso i o |
s Ab: (4) ;

LI o
¥ = Vo
343, AREAS DE LOS POLIEDROS. Area lateral de 1 prisma o ,

mide. Fs la suma de las areas de las caras laterales.
Area total de un prisma o piramide. Es la suma del area lateral mas las
areas de las bases.

344. PRISMA BRECTO. Area lateral. Si suponemos las caras laterales
colocadas en un plano. como indica la figura 270, resultara el rectingulo
AA'T']. que es la suma de todas las caras laterales o superficie lateral del
prisma, La base AA” de este rectangulo. es el perimetro de la base del prisma
v la altura del recténgulo JA es la altura del prisma. Este rectingulo cons.
tituve el desarrollo de la superficie lateral del prisma. Como el érea de un
rectangulo es igual al producto de su base pﬁr su altura, resulta que: "/
cred lateral de un pristan reclo es igual al wincto del perimelro)de

F, G Sl

por la longitud de'la altura o f !r,r..—’e-.*'-c'-"'
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Llamando A, al area lateral, P al perimetro y & a la altura, tenemos:

Area total del prisma recto. El grea total se obtiene sumando al drea
lateral el doble del drea de la base. Si llamamos B al area de la base,
entonces tenemos:

Aﬂ':A!.+235
ATZP}I+2B.

345. SECCION RECTA DE UN PRISMA. Se llama seccién recta de
un prisma cualquiera, al poligono de-
terminado por un plano perpendicular
a las aristas laterales,

En la figunra 271, si el plano
MNPQ es perpendicular a las aristas
DE, AF, etc., el poligono MNPQ es
una seccién recta del prisma oblicuo
ABCDEFGH.

346.. AREA LATERAL DE: UN
PRISMA CUALQUIERA. Como la
seccion recta es perpendicular a las
aristas laterales, éstas son perpendicu-

lares a MN, NP, PQ y QM. Por tan-
to, los paralelogramos ABGF. BGHC,
Fig. 271 CDEH y DAFE. tienen por alturas los

segmentos NP, PQ, QM y MN, respectivamente.
Por tanto: | | :
A = Area ABGF + Area BGHC -+ Arvea CDEH + Area DAFE (1)
Pero:  Area ABGF — NP - BG
Area BGHC = PQ - HC
Area CDEH — QM - ED
Avea DAFE = MN - AF
Sustruyendo estos valores en (1), tenemos:

A,=NP BG+PQ - HC - QM - ED + MN - AF




PRISMAS YV PIRAMIDES 257

y como BG = HC = ED = AF, resulta:

A, = NP BG+ PO B6 + OM - BG + 3N - iC
sacando factor comin BG, tenemos:

A, = BG (NP + PQ + QM + MN)

donde BG representa la longitud de una arista lateral v el paréntesis, el peri-
metrg de la seccién recta, resultando entonces:

£l drea lateral de un prisma oblicuo es igual al producio del perimetro
de la seccion recta por la longitud de la arista lateral” .

347. PIRAMIDE REGULAR. Area lateral. Las caras de una. _piramide
regular son tridngulos isosceles iguales (Fig 272) cuya altura es la apotema
de la pirdamide VH y cuyas bases son los lados AB, BC, etc., del poligono de
la base de la piramide. Obtendremos el area lateral. multiplicando el 4rea
de un tridngulo por el nimero, n. de ellos (tantos como Jados tenga el poli-
gono de la base).

-mg‘. 272

A; n por el area d& un fnangulo

Si Nlamamos ! al lado de 1a base } a, a la apotema de la p:i-r‘*éiﬁid?.
el area de un triangulo es:

: i
S A4
9_, b3
v el area lateral: .
# 1
A; =n" ‘El‘ 2y
0 sea, _
nl
AL S _?:" £ G,b
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y como nl = perimetro P. resulta: p
A’i s m—t ajl

2

MET < £ e ; |
Sia 5 (semiperimetro) le designamos por p. resulta. finalmente:

A_f_ — p @y .
lateral de wna. pirémide regular: es igual aliproducto del temi-
perimeira de la base por la longitud de.la. apetema: de- la piranide"

Area total de una pirimide regular Para hallar el area total sumaremos
el area de la base al area lateral. Como la base es un poligono regular.
tendremos:

Ap=A,+ B

¥ como B = p - a, (llamando @, a la apotema de la base):

Ar=pa,+pa,
- sacando facto n:
v sacando factor comiin AP S

348. TRONCQ DE PIRAMIDE = AREA LATERAI. Y TOTAL. Se
llama tronco de piramide a la porcion ABCDEE'A’B'C'D’ (Vig. 273) de pira-
mide comprendida entre la base v un plano paralelo a ella que corte a todas
las aristas laterales. La pirimide VA'B'C’'D’E’ se llama piramide deficiente.

Si el tronco es de una pirdmide regular las caras laterales son trapecios
isosceles iguales. La altura de uno de los trapecios se llama apotema del
tronco y se designa por a, :

Area latéral del tronco de piramide regular, Sea L cada lade de la base
mayor y [ cada lado de la base menor | Fig. 273). La altura de los trapecios
o apotema del tronco es a; :

L+1

area de un trapecio — .

Como el drea lateral esta formada por n trapecios. tendremos:

A,_-_—n-L;—’a,.
4 _n(L-i—h_ _nL-{—m"
leate e VA o ke
Pero sl =P ~ 7+ perimetro de la base mavor.
L e R perimetro de la base menor.
TR T o dy .

2
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AT e e S e a0 o WRReSAR AR LR s Lo i 2 -
il EPQRGCE R B ErT L L & -‘-‘.-.'-'.,'.,’:E'!‘-?,I-r. 28 L T Lrti" SETrr-

wal e b er e W

gl =k SR, PG ; Tl e BF TR e B = . g P ]
SUTRLGE ATE. O JEFERETROS ¢ Sy INSSE: JaF L - gpokemia del Tronco.

Area total del tronco. El area total es igual al 4rea lateral mids las areas
de las dos bases.
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EJERCICIOS

(1) Las tres aristas que concurren en los vértices de un ortoedro
miden 5. 6 y 4 em. Hallar la diagonal. R: /77 cm.

(2) Hallar la diagonal de un cubo cuya arista mide 3 cm.
R: 3\/3 cm.

(3) La diagonal de un cubo mide 2v/3 em. Hallar la arista.
A: 2 cm.

(4) La diagonal de la cara de un cubo mide 8v/2 cm, Hallar la dia-
gonal del cubo. R: 8v/3 cm

(5) Dada una piramide de base cuadrada de 8 cm de lado ¥ 12 cn
de altura, hallar la apotema de la base y la apotema de la piramide.
Apotema base =4 em
: Apotema pirdmide = 4y/10 cm.
(t) Calcular la diagonal de un cubo en funcidn de su arista /.
R: d=1I/3

(7) Dada una piramide hexagonal de 8 cm de lado y 14 c¢m de altura,
calcular: ) apotema de la base. b) arista. ¢) apotema de la piramide.

R: a) /3 cm.

b)Y 2v/65 cm.

e) 2\/61 cm.

(8) Dados dos hexagonos regulares, el area del menor vale 6\/3 cm® y

su lado 2 em. Si el lado del mayor mide 4 ¢m. ;cual es el drea del mayor?
R: 24+/3 cm’
(9) La razén entre las ireas de dos poligonos regulares es de 2:5. Si el

lado del mayor vale 10 cm. hallar ¢l lado del menor. R: 2,/10 em.

(10) En una piramide de base cuadrada, en la que el lado de la base
mide 8 cm y la altura mide 20 cm, se traza una seccién paralela a la base a
14 em de ésta. Hallar el area de dicha seccion. R: A—=5.76 cm?

(11} Hallar el érea lateral de un prisma recto pentagonal regular s el
lado de la base mide 5 ¢m y la arista lateral 20 cm. R: A, =500 cm?

(12) Hallar el area lateral de un prisma recto octagonal regular cuyo lado
de la base mide 6 cm v la arista lateral 15 cm. R: A, =720 cm=
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(13) Hallar el 4rea total de un prisma recto triangular regular si el lado
de la base mide 5 ¢m y la arista lateral 9 cm. R.: Ay = 15662 cm®.

(14) Hallar €l area lateral y total de un prisma recto cuyas bases son he-
xagonos regulares de 6 em de lado v 5.2 cm de apotema, si la altura mide 8 cm.

: " Ay = 288 e,
= 50 ey,

(15) Hallar el irea lateral de una pirdmide de base cuadrada si el lado
de la base mide 6 cm y la altura 4 cm. R: A,=1060 cm*

(16) Hallar el 4rea total de una piramide regular d-e. base hexagonal sa-
biende que el lado de la base mide 5 cm y la apotema de la piramide 4.4 cm.
R: Ay— 1300 cm?

(17) Hallar el érea lateral y total de una pirdmide regular de base
triangular sabiendo que el lado de la base mide 6 cm y la altura de la
piramide mide 12 cm. g A =OVIN ot

: Uy B0 o T e

(18) Hallar ¢l area lateral y el drea total de un tronco de piramide
cuadrada si los lades de las bases miden 8 v 20 ¢m respectivamente y la altura
del tronco mide 8 cm. - 7. Aj, == 560 em®.

' Apz=1024 cm?,

(19) Hallar el drea total de un tronco de pirdmide regular triangular. §1
los lados de las bases miden 6 y 8 pulgadas y la altura 10 pulgadas.
R A, — 95 (8.48 4 +/3) pulgadas cuadradas,

(20) Hallar el area total de un tronco de piramide cuadrada sabiendo que
los lados de las bases miden 16 y 4 pulgadas v que la arista lateral mide
10 pulgadas. R.: Ay =592 pulgadas cuadradas.




349. DEFINICIONES, Se llama tofumen
de un poliedro a la medida del espacio limitado
por el cuerpo. Para medir el volumen de un
poliedro se toma como unidad un cubo de
arista igual a la unidad de longitud.

En el sistema métricc decimal la unidad
es el metro cabico (Fig. 274, Tambien se
usan como unidades los miltiplos v divisores
del metro cubico.

Dos poliedros (1. 275) que tienen igual
volumen se llaman cquiialentes,

262
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Fig: 275

“Doy  prismas recios de bases Yy alturas iguales, son 1guales” Ast,
por ejemplo. los prismas rectos ABCDEFGH v A'B'C’'D'E'F'G'H' | Fig. 276)
que tienen iguales sus bases ABCD v A’B'C'D’ v sus alturas AH v A'H’
son 1guales,

; iz : 3

Fig. 276
350. TEOREMA 99. El volumen de un ortosdro es igual al preducto de
sus fres dimensiones.  Supongamos un ortoedro cuvas dimensiones sean 4, 3 v

2 cm respectivamente (Fig 277
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Fig. 277

Trazando planos que pasen por los puntos de divisién. tal como se indica
en la figura, se ve que el ortoedro contiene dos capas, cada una de las
cuales contiene 4 X 3 = 12 cubos unidad (12 em® en este caso). En tptal
el ortoedro contendra: 4 X3 X 2=2%em’ y este serd el valummd&l cuery
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Si las medidas de las dimensiones no fuesen mimeros enteros el resultado
seria el mismo. En efecto, imaginemos que las dimensiones del ortoedro son
4. 2 ¥ 2.5 cm respectivamente (1o, 2/4). Podemos tomar como unidad de
volumen un cubo de 0.5 cm de lado, En este caso el ortoedro estaria formado
por 5 capas de 8 X 4= 32 cubos de lado 0.5 c¢m. es decir, que en total contendria:

8 X 4 % 5 = 160 cubos unidad

v é€ste seria el volumen en la unidad elegida.
Si quisiéramos el volumen en centimetros ciibicos tendriamos que dividir
160 entre el niimero de cubos unidad que contiene el centimetro cibico (8 en
este caso) y resulta:
Volumen en em® = 160 + 8 = 20 em®.
‘Si multiplicamos las tres dimensiones expresadas en centimetros tenemos:
Volurmen del ortoedro =4 X 2 X 2.5 = 20 cm®.

Si las dimensiones fuesen numeros irracionales entonces se van obteniendo
nimeros racionales cada vez mas aproximados ¥ el volumen se va calculando
con la aproximacion que se desee,

De una manera general, si las dimensiones del ortoedro son @, b y ¢
el volumen V viene expresado por la férmula:

Vi g howp

Cororanto 1.  El volumen de un cubo es igual al cube de la longitud de
su arista {Z), En efecto: el cubo es un ortoedro cuyas tres dimensiones
son iguales. Luego:

Vel vl xi=§

Cororanio 2. El volumen de un ortoedro es igual al producto del area
de la base por la altura, En efecto: el producto de dos de las dimensiones
(largo por ancho) es precisamente el area de la base por ser ésta un ree-
tangulo. luego:

V = drea de la base por la altura
siendo la altura la tercera dimension.

351. TEOREMA 100. La razén de los volimenes de des ortoedros e
ivual a la razom de los productes de sus tnes dimensiones
En efecto: Sean lﬂs ortoedros de dimensiones a, b. ¢ y 4/, b, ¢ respec-

tivamente (l'ig. 2701, Sus voliimenes. segun el teorema anterior. son:
‘.\f‘:dbe’:; Vi=ad' b
v dividiendo miembro a miembro:
V  abe
M T @b
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Fig. 279

Fig. 280
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352 TEOREMA 101. La razon de los vohimenes de dos oricedros de

igual base es igual a la razon de sus alturas.
En efecto: si los dos ortoedros tienen igual base quiere decir que dos de

sus dimensiones. el largo v el ancho, son iguales. Entonces las dimensiones de

los ortoedros son a, b, ¢ v &, b, ¢ (Fig. 280,
Segiin el teorema anterior tendremos:

V abe

YV  abe
v simplificando: fio s

LV

como se queria demosirar.

353 TEOREMA 1027 'La razon de los volimenes de dos ortoedros de

igual altura es igual a la razon de las aAreas de lay bases.
En efecto: Si los ortoedros tienen igual altura y distintas bases. sus dimen-
siones son @, b. ¢ y a, b, ¢ (Fig 281 Y las areas de sus bases son be y b'¢’

respectivamente,
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¥ simplitisando: V  be  érea de la base

V'~ b area de la base
como se queria demostrar,

Cororarios. Sl tenemos en cuenta que la base estd formada por dos
cualesquiera de las dimensiones y que la altura es entonces la otra dimension.
los teoremas anteriores pueden enunciarse asi:

1. Si dos ortoedros tienen respectivamente iguales dos dimensiones los volii-
menes son entre si como la razén de la otra dimensidn.

2. Si dos ortoedros tienen iguales una dimensién la razén de los volimene-
es igual a la razén del producto de las otras dos.

354. PRISMAS IGUALES. Son los que tienen iguales sus caras. Te-
niendo iguales sus caras tienen iguales sus aristas v sus ingulos diedros.

Dos prismas rectos que tiengn iguales sus bases y- sus alturas. son iguales.
Pues en este caso las caras laterales son también iguales ya que son rec-
tangulos de bases y alturas iguales (las bases son lados homélogos de poligonos
iguales y las alturas son iguales por ser las alturas de los prismas).

355. PRISMA TRUNCADO. Se llama prisma truncade o tronco de
prisma a la porcién de prisma com-
prendida entre la base y un plano no
paralelo a ella que corte a todas las
aristas laterales (Fig 280

Fig, 282 Fig. 283
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356. PRISMAS EQUIVALENTES. Se llaman prismas equivalentes los
que son suma o diferencia de poliedros iguales. Dos prismas equivalentes
tienen el mismo volumen. La equivalencia de prismas tiene los caracteres
idéntico, reciproco y transitivo v por esto se considera como una especie de
igualdad (igualdad de volumen)

357. THOREMA 103. “Un prisma sblicuo es equivalente al prisma reeto
que tenga por base la seccidn recta del primero y por altura su arista lateral”

mipérEsis: ABCD y A'B'C'D' (Fig. 283) es un prisma cualquiera
: v EFGH es una se ccidn recta del prisma.

resis:  ABCDA'B'C'DY  es equivalente a un prisma recto de base
EFGH y altura AA’".

DEMOSTRACION:
Prolonguemos todas las aristas laterales y tomemos EE = AA".
Tracemos por E' un plano perpendicular a todas las aristas laterales que-
dando asi determinada la seccién recta E'F'G’H’ igual y paralela a EFGH.
El orisma EFGHE'F'G'H’ es recto por ser sus aristas laterales perpen-
diculares a las bases,
Los troncos de prismas ABCDEFGH y A'B'C'D'E'F'G'H’ son iguales por
ser iguales sus bases EFGH y E'F'G'H’. asi como sus aristas laterales. ya que:

EFA = ERA’ GC = G'C
FB — F'B’ HD — H'D

Por ser diferencias de segmentos iguales.

De lo anterior resulta que los prismas ABCDA'‘B'C'D' y EFGHE'F'G'H’
se componen de una parte comin, EFGHA'B'C’'D)’, y dos troncos iguales. Por
ianto, ambos prismas son equivalentes ya que son suma de figuras iguales.

358. TEOREMA 104 VorumMEeEN DE UN PARALELEPIPEDO REcTO. El
volumen de un paralelepipedo recto es igual al producto del area de la base
por la medida de la altura™

111}%?3*1‘-‘.515: ABCDG es un paralelepipedo recto de altura AE y cuya base
es el paralelogramo ABCD de area B (Fig. 284).

TESIS: V = area ABCD % AE = B X h.
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Fig. 284
DEMOSTRACION:

Tracemos los planos BNLF y AMKE perpendiculares a la cara ABFE quedando
determinado el ortoedro ABNMKEFL cuya base es el rectingulo ABNM y
su altura la misma del paralelepipedo. o sea. AE.

Entonces:
£l 2 Lados paralelos v del mismo sentido:
ademas:
AM = BN
Lados opuestos de un paraleldgramo.
',{’_\_AMD—_- ABNC Por tener iguales dos lados vy el angulo com-

prendido.

Por tanto. los prismas triangulares AMDHKE y BNCGLE. son iguales
(por tener las bases v las alturas iguales).

De aqui se deduce que el prisma ABCDG y el ortoedro ABNML son equi-
valentes. pues ambos se componen de una parte comun. el prisma ABNDL.
v de prismas triangulares iguales.

Por tanto: Volumen de ABCDG — Volumen de ABNML
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¥ como: Volumen ABMNL = irea ABNM %< AE
resulta: Volumen ABCDG = érea ABNM X AE.

Pero el rectingulo ABNM es equivalente al paralelogramo ABCD v, por lo tanto.
V:ABC?J){E V=Bxh.
359. TEOREMA 105. VorLUMEN DE UN PARAIELEPIPEDO CUALQUIERAX,

“El volumen de un paralelepipedo cualquiera ‘e igual al producto del irea de
la base por la longitud de la altura”.

Fig. 285

DEMOSTRACION:

Si ABCDA'B'C'D" (Fig. (285) es un paralelepipedo cualquiera. EFGH su
seccion recta y HM = h. la altura de esta seccién. que es la misma del
paralelepipedo. resulta que:

V = 4rea seccibn EFGH X AB (1)
ya que el paralelepipedo oblicue equivale al paralelepipedo recto cuva base
es la seccién recta EFGH y su altura la arista AB (teorema 103)

Como el drea de la seccidn recta es:
Area seccion EFGH — EF - h (2)
Sustituyendo (2) en (1), tenemos:

V—=EF AB h.
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EF - AB = area del paralelogramo ABCD.

Si llamamos B al area de la base ABCD, resulta:
V=B'h.

TEOREMA 106.

360.

G

A

Fig, 286

“Todo paralelepipedo puede descomponerse en dos

prismas triangulares eguivalentes™.

HiroTEsts: -~ ABCDHGFE es un
paralelepipedo | Fig 286

visis. Los prismas triangulares
ABCGEF vy ACDHEG son equivalentes.

Construccién  auxilier. Tracemos
el plano diagonal ACGE, quedan-
do €l paralelepipedo descompuesto en
los prismas triangulares ABCGEF v

ACDHEG.

DEMOSTRACION
La seccién recta KLMN, es un para-
lelogramo que quedara descompuesto
por el plane diagonal en los AKLM
y AKMN. Pero el prisma oblicuo
ABCGFE es equivalente al prisma

recto que tenga por base el AKLM. su secciéon recta, y por altura su

arista lateral AE. Asi mismo. el prisma ACDHEG es equivalente al

prisma recto que tenga por base A KMN y por altura su arista AE. Y como

AKLIM = AKMN, resulta que los

dos prismas triangulares en que ha

quedado descompuesto el paralelepipedo ABCDEFGH, son equivalentes a
prismas rectos iguales, por tanto ABCGEF y ACDHEG, son equivalentes.

Cororario. “El volumen de un

del area de la base por la longitud de

prisma triangular es igual al producto
la altura”.

En efecto, llamando V al volumen del prisma triangular ABCGEF
(Fig. 286), h a su altura v B al area del AABC que es la base, resulta:

V = 1 volumen ABCDEFGH

2

(1)

Vol. ABCDEFGH = area ABCD - h
v como AABC = AACD por ser ABCD un paralelogramo,

Vol. ABCDEFGH — 2B - h
| .
2B h

b
2

o

(2)
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sustituyendo (2) en (1), y simplificando, tenemos:
V=B'h.
361, TEOREMA 107. *“Si dos pirdmides tienen la misma altura y bases

equivalentes, las secciones paraiélas a las bases, equidistantes de los vértices,
son equivalentes”.

Fig. 287 ’

uiroresis: - ABCD y EFGHKL (Fig. 287) son pirdmides de igual altura H,
y de bases equivalentes, colocadas sobre el mismo plano a.
Los planos @ y B son paralelos, h es la distancia de 4 y
E al plano B.

TESIS: area B'C'D’ = area F'"G'H'K’L..
DEMOSTRACION :
Si H es la altura de ambas pirdmides y h la distancia de los vértices al plano,

tenemos (teorema 98):

area B'C'D’ 53 h? i
area BCD  H: el

area F'G'H'K'L/ h? (D
area FGHKI, — 2)

H:
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Comparando (1) y (2), tenemos:
| drea B'C'D’  rea FGCHK'L
drea BCD area FGHKL

y como por hipétesis las bases son equivalentes (érea BCD = irea FGHKL).
resulta:

area B'C'D' = érea F'G'H'K'L’ .

362. TEOREMA 108. “Dos tetraedros de igual altura y bases equivalentes,
son equivalentes”, Aunque este teorema se suele admitir actualmente como
postulado. para evitar el llamado “paso al limite”, damos la demostracion
clasica del mismo.

Fig. 288

mivorEsIs:  ABCD y A'B'C’D' (Fig. 288) son dos tetraedros de
igual altura h y bases equivalentes, es decir,
Area ABCD — Area AB'C'D’ .

TESIS Tetraedro ABCD es equivalente al tetraedro A'B'C'D’ .

DEMOSTRACION

Supongamos las bases de los dos tetraedros en el mismo plano «a.
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Dividamos la altura h, en un ntimero cualquiera de partes iguales, por
ejemplo, 4 y tracemos por los puntos de divisién planos paralelos al plano a.
los cuales determinardn en ambos tetraedros secciones tales, que las que estén
en un mismo plano serén equivalentes por equidistar de los vértices A y A
Si por EF, GH, KL trazamos planos paralelos a 4B y por E'F', G'H', K'L’
planos paralelos a A’B’ se formaran un ntimero igual de prismas triangulares
mscritos en cada tetraedro.

Los prismas correspondientes son equivalentes por tener igual altura v
bases equivalentes.

Llamamos V,, V. y V; a los voltimenes de los prismas inscritos en el
tetraedro ABCD y V'3, Vs v V', a los voltimenes de los prismas inscritos
en el tetraedro A'B'C'D’.

Entonces tenemos:

Vl == V’].
Vﬂ —— V?z
V3 = V"f:
Sumando miembro a miembro-
Vi+V2+V¢+IV"1+V’2+V’3 (1)

Si el nimero de partes en que se divide la altura, es muy grande, es
decir, la altura de los estratos tiende a cero, la suma de los volamenes de los
prismas inscritos, tiene por limite el volumen del tetraedro.

Con este paso al limite, tenemos:
limite (Vi + Vy 4 Va4 Vi 4 +++) =V (volumen del tetraedro ABCD) .
limite (V' + Vo + Vs Vi o+ -+ ) = V* (volumen del tetraedro A'B'C'D’").
y como los limites son iguales, resulta;

V=Y
es decir, que los tetraedros ABCD y A’B'C'DY, son equivalentes.
363. TEOREMA 109. “Tedo tetraedro es la: tercera parte de wn prisima
triangular de la misma base e igual altura”.
urporesis:  F-ABC (Fig. 289) es un tetraedro.

resis:  E-ABC es la tercera parte de un prisma triangular de base ABC
y de altura igual a la del tetraedro.

DEMOSTRACION:

Por A v C tracemns AD y CF iguales y paralelas a BE. unamos DyF
con E y tracemos DF quedando asi formado el prisma triangular ABCDEF
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Fig. 289

Si unimos A con F, el prisma queda descompuesto en los tetraedros
E-ABC =T,, A-DEF = Ty E-ACF =Ty, que en la figura aparecen separados.

Los tetraedros T, y T, tienen por bases los tridngulos AABC y ADEF
que son iguales por ser las bases del prisma.

Ademés sus alturas trazadas desde E y A4 a los planos de sus bases, también
son iguales por ser iguales a la altura del prisma. :

Por tanto, los tetraedros T, y T, son equivalentes por tener bases y
alturas iguales.

Considerando los tetraedros T, y Ti, si tomamos £ como vértice de
ambos, sus bases son los tridngulos ADAF y AFAC que son iguales por
ser mitades del paralelogramo ACFD.

Ademds, su altura comiin es la perpendicular desde £ al plano ACFD,
por tanto T, y T, son equivalentes.

Como los tres tetraedros son equivalentes, #~ABC = T, es la tercera
parte del prisma triangular ABCDEF.

364, TEHOREMA 110. VeorumEeEN DE ra PIRAMIDE. “El volumen de una
piramide cualquiera es igual a un tercio del producto del drea de la base por
la medida de la altura®.

HipoTEsts:  ABCDEF (Fig, 290) es una piramide cualquiera.
B es el area de la base:
h es la altura y
V es el volumen.
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: I
TESIS: V==B:'h.
' 3

DEMOSTRACION:

Trazando por la arista AB los planos diagonales ABD y ABE, la piramide
queda descompuesta en tetraedros cuyas bases son los tridngulos ABCD.

Fig. 290

ABED y ABFE, teniendo todos la misma altura h de la pirdmide,
Llamando by, bs y by a las areas de estos tridngulos, tenemos:

1 1 1
: =—bih 4 —hh 4+ —~
Vv 3 1 +3 - +3h3h

V=§h-(m~+~hu+ba') (1)
Pero: b, + b + b; =B (2}

Sustituyendo (2) en (1), tenemos:

1
V:—Bh.
3

Cororario 1. Toda piramide es la tercera parte de un prisma que tenga
igual base e igual altura,

Corovrario 2. La razon de los volimenes de dos piramides - cualesguiera
es igual a la de los producios de sus bases por sus alturas.

Cororario 3: Dos piramides 'de igual altura y bases equivalentes, son
equivalentes.

GEOMETRIA (BALDOR) - 10.
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366. TEOREMA 111. “Tedo tronco de piramide triangular de bases
paralelas es equivalente a la suma de tres pirdmides de la misma altura del ironco
y cuyas bases son las dos del tronco y una media proporcional entre ambas”.

Fig. 291

nirGrEsis:  ABCA'B'C’ es un tronco de piramide triangular de bases
paralelas de dreas B y b, (Fig. 201

tisisi ABCA'B'CY es equivalente a la suma de tres piramides de altura
igual a la del tronco y cuyas bases sean B, b y \/B- b.

BEMOSTRACTION

Uniendo B con 4 y C y trazando A'C, el tronco queda descompuesto en
las pirdmides B~ABC, C-A'B'C’ y BtAA'C.

La pirdmide B*ABC tiene por base la base mayor ABC del tronco v por
altura la misma de éste.

La pirdmide (A’B'C’ tiene por base la base memnor A’B’C’ del tronco
¥ por altura la misma de éste.

Respecto a la pirdmide B“AA’C, vamos a demostrar que es equivalente
a otra de igual altura que el tronco vy cuya base es media proporcional entre
las bases B y b del tronco.

Si por B’ trazamos B'D  AA’, unimos D con C y trazamos DA’, resulta
la pirdmide D-4A'C equivalente a la B*4A’C por tener la misma base
AAA’C y la misma altura, la distancia de B’ y D. al plano AA’C que resultan
iguales ya que BD es paralela a dicho plano.

Si en la pirdmide D-AA’C se toma como vértice el punto A" y por base
el AADC, su altura sera igual a la del tronco.

Vamos ahora a probar que el area del AADC es media proporcional
entre B y b.
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Comparando los tridngulos AABC y AADC tenemos que la razén de sus
4reas es la misma que la de sus bases AB y AD por tener la misma altura.
irea NABC  AB

irea AADC  AD

Trazando DM || BC, en los triangulos AADC y NADM se tiene:
area NADC AC

drea AADM ~ AM

Pero: AADM = AA'B'C’ por ser AD — A'B; AM = A'C lados opuestos
de los paralelogramos ADB’A’ y AMC’'A’' y ademéas /A — / A’ por tener sus

lados paralelos y del mismo sentido.
Por tanto, la igualdad (2) puede escribirse:

area ANADC  AC

(1)

(2)

- — = (3)
area NA'B'C AM
Ademas: AABC ~ AADM por ser DM || BC. Luego:
AC o AB
AM  AD
Sustituyendo en (3):
area NADC AB 3
(4)

irea AABC ~ AD
Comparando (1) y (4), tenemos:

area NABC area NADC
area NADC ~— area NA'B'C”

es decir:
B __area AADC
area NADC b

drea AADC = \/B'b .

366. TEOREMA 112. “Un tronco de pirimide de bases paralelas es
equivalente a un tronco de pirimide triangular de la misma altura y bases equi-
valentes a Ias del tronco dado”

neoresis: ABCDEA’B'C'DVE’ (Vig. 992) es un tronco de piramide

cualquiera de bases paralelas.

tests: Volumen de ABCDEA’B'C'D'E’ — volumen MNPQRT.
MNPQRT es un tronco de pirdmide triangular de la misma altura que
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el tronco dado y de bases equivalentes a las del tronco dado y situadas en
los planos a y § paralelos.

Tes1e: Volumen de ABCDEA'B'C’D'E’ — volumen MNPQRT 3
s ]

Fig. 292
DEMOSTRACION:
Consideremos las piramides S-ABCDE y S -MNP a las que pertenecen
los troncos dados.

Las pirdmides S-ABCDE y §'-MNP son equivalentes por tener igual
altura y bases equivalentes (corolario 3. Ari. 360).
Por tanto:
volumen §-ABCDE — volumen S-MNP (1)
Las pirdmides deficientes S-A’B'C’'D’E’ y S'-QRT son también equiva-
lentes porque las secciones A’B'C'D’E’ y QRT son equivalentes.
Luego:
volumen §-A’B'C'D’E’ = volumen §'-QRT (2)
Restando miembro a miembro (1) y (2). resulta:
Vol. S-ABCDE — Vol. S-A’B'C'D'E’ = Vol. -MNP —Vol. §-QRT  (3)
Pero:
Vol. S-ABCDE — Vol. S-A’B'C’'D’'E’' = Vol. ABCDEA'B'C'D'E’ (
y Vol 8“MPQ — Vol. §"-QRT = Veol. MNPQRT ("
Sustituyendo (1) y (5) en (3), resulta:

Vol. ABCDEA’B'C'D’E’ = Vol. MNPQRT.

367. VOLUMEN DEL TRONCO DE PIRAMIDE DE BASES PARA-

LELAS. “El volumen de un tronce de pirdmide de bases paralelas es igual
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al producto de writercio de su-altura por la suma de sus bases v una media
proporcional enire éllas”,

Férmulz  Si B y b son las areas de las bases paralelas, h la altura y V
el volumen, la férmula para el calculo del volumen es:

h AN
V=2 (B+b+VB:b).

En efecto, segiin el teorema anterior un tronco de piramide de bases paralelas
es equivalente a uno triangular de la misma altura y bases equivalentes a las
del tronco dado (es decir, tiene el mismo volumen) y uno triangular (tec-
rema 111 es equivalente (tiene el mismo volumen) a la suma de tres
piramides de igual altura y cuyas bases son las dos del tronco ¥ una media
proporcional entre ambas, e |

EJERCICIOS

(1) Hallar el volumen de un ortoedro cuyas dimensiones son:

16. 12 v 8 cm. R: 1536 cm¥%
(2) El volumen de un ortoedro es 192 cm? y dos de sus dimensiones
son 8 v 6 cm. Hallar la otra dimensién. R: 4 cm.
(3) Hallar el volumen de un cubo de 7 cm de arista. R: 343 cm®
(4) Hallar la arista de un cubo de 512 cm?® de volumen. R: 8 e¢m.

(5) Hallar la arista de un cubo equivalente a un ortoedro cuyas di-
mensiones son: 64, 32 y 16 pies. B: 32 pies
(6) La diagonal de un cubo mide 12 em. Hallar su volumen.
R: 192\/3 om?

(7) El area total de un cubo es 150 m® Hallar su volumen.
R 125 m?

(8) El volumen de un cubo es 27 c¢m® Hallar su diagonal.
R: d=3/3 cm
() Expresar el volumen V. de un cubo en funciéon de la diagonal D.

T

(10) Hallar e] area total de un cubo equivalente a un ortoedro de 9 cm
de largo, 8 cm de ancho y 3 m de altura. R: Ap=216 om?

(111 Expresar el area total de un cubo en funcién del volumen.
R: Ap=6[¥V]*
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(12) Expresar el volumen de un cubo en funcién del irea total.

F‘ i ]
| ; AT i

i_\f. 8-

3

i NVie=

(13) Si el volumen de un orteedro es 60 m* y el drea de la base es
15 m?, ;cuanto mide la altura? R.: 4 m.

(14) El area de un ortoedro es 264 cm?’ La relacién del largo
al alto v al anche. es de 5:3:1. Hallar sus dimensiones.

R: largo = 10 cm:
alto ' = "6 cm:
anche = 2 'cm.

(1517 El largo de un ortoedro es el doble que el ancho; el ancho es el

doble que la altura. Su diagonal vale \/21 em. Hallar su drea total.
R.:. Ay =20 cni®.
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Cuerpos redondos

368. SUPERFICIE DE REVOLUCION. Es la superficie engendrada
por una linea que gira alrededor de una recta llamada eje. En la rotacién
los puntos se mantienen a la misma distancia del eje.

La linea que gira se llama generatriz. Todos los puntos de la genera-
triz describen circunferencias cuyos centros estdn en el eje y cuyos planos
son perpendiculares a él.

Ejemplo. La linea X X' X" X" (Fig. 1293) al girar alrededor del
eje Y'Y’ engendra una superficie de revolucion. Sus puntos: X, X', X", X"
engendran circunferencias de centros O, O', 0", O".
La superficie OX X" X” X" 0", al girar alrededor de ¥Y’, engendra un

solido <o cuerpo de revolucién.

283
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Entre las supetficies de revolucién mas importantes estén la superficie
cilindrica, la cénica y la esférica,

La cilindrica es la engendrada por una recta paralela al eje.

La cénica es la engendrada por una semirrecta cuyo origen esta en el
eje y no es perpendicular al eje.

La esférica es la engendrada por una semicircunferencia que gira alre-
dedor de su didmetro.

Estas tres superficies limitan los siguientes Cuerpos:

1) cilindro; 2 cono; 3) esfera.
Y

V.

Fig. 293 Fig. 294

369. CILINDRO. AREAS LATERAI, Y TOTAL, VOLUMEN. Se
llama cilindro de revolucién o cilindro circular recto a la porcién de espacio
limitado por una superficie cilindrica de revolucién y dos planes perpendicu-
lares al eje. Las secciones producidas por dichos planos, son dos circulos
llamados (r15¢s del cilindro. La distancia entre las bases se llama o//iri

También puede considerarse el cilindro como engendrado por la revo-
lucién completa de un rectingulo alrededor de uno de sus lados, 8

Asi, por ejemplo, el rectangulo ABCD al_girar alrededor del lado BC.
engendra un cilindro circular recto. El lado AD, que engendra la super-
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ficie cilindrica, se llama generarriz, Los lados AB y DC describen dos circulos
que son las bases del cilindro (Fix 204).

Obsérvese que la generatriz AD — Eiﬁ(i" es la altura del cilindro.

Area lateral del cilindro. Ee¢ o] 4rea de la superficie cilindrica que lo

limita. Para calcularla podemos imaginar dos cosas: o bien que lo abrimos
a lo largo de una generatriz y lo extendemos en un plano, ‘o bien que se
inscribe un prisma regular y calculamos el limite del drea lateral del prisma
al aumentar infinitamente el ntimeroc de caras laterales (Fig . 295)

!

Fig, 285

En el primer supuesto, se obtiene como desarrollo un rectingulo de
base AB=2ar y de altura BC = g. El 4rea de este rectangulo ABCD,
es el area lateral del cilindro y vale A, =2 rg, que dice: “// Jrew lutoral
de un cilindro circular recto es igual « la circunferencia de la: base por la
gereratriz del d."."!r;:f.ffff.'_r'.l"‘[' Fig 296 ),

En el segundo supuesto se llega a la misma formula, pues el area lateral
del prisma recto es igual al perimetro de la base por la arista lateral y el
limite del perimetro de la base es la longitud de la circunferencia de la
base del cilindro (2mr) v la arista lateral es igual a la generatriz g
del cilindro.

Area total. El 4rea total es igual al area lateral mas las 4reas de las

dos bases. El drea de cada base es:
B=mr

Luego:

A.r:AL'-}-Qrb
Ar=2nwrg+2nr
Ar=L2xnr{g+r).
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Fig. 296

Volumen del cilindro. Es el limite del volumen de un prisma inscrito
de base regular cuyo niimero de lados crece infinitamente. Como el volumen
del prisma es el producto del drea de la base por la altura tendremos:

Volumen cilindro = s rig

va que la altura es la generatriz.

370. SUPERFICIE CONICA DE BEVOLUCION. ‘S$i una semirrecta

<>
AV (Fig. 2971 que tiene su origen en un punto de una recta VO que_es

perpendicular al plano de un circulo en su centro, gira alrededor de VD
pasando sucesivamente por los puntos de la circunferencia. engendra una
superficie cénica de revolucién.

=2

—

La recta VO es el eje de la superficie comica; la semirrecta VA la pone-
rairiz ¥ la circunferencia se llama directriz.
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Fig. 297 Fig. 298
371, CONO CIRCULAR RECTO. AREAS LATERAL Y TOTAL.
VOLUMEN. La porcién de espacio limitada por una superficie cénica de
revolucién y un plano perpendicular al eje. se llama cono circular recto
o cono de revolucién.

La seccién se llama Fase del cono, la distancia VO es la altura y el radio
de la base es el rudio del cono.

El cono circular recto puede considerarse engendrado por la revolucion
de un triangulo rectdngulo alrededor de uno de sus catetos.

Asi, el AVAO (Fig. 208) al girar alrededor del cateto VO, engendra
un cono circular recto; la hipotenusa VA es la generatriz y engendra la su-
perficie lateral del cono; el cateto VO es la altura del cono y el otro cateto AO
que engendra la base, es el radio del cono.

Area lateral del como. Si con radio g, construimos el sector circular
del arco igual a la circunferencia de la base del cono, se obtiene el desarrcllo
de la superfice lateral del cono.

Como ¢l 4rea de un sector circular es igual al semiproducto de la lon-
gitud de su arco por la medida del radio. tenemos:

B s WEE =
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1 .
ALZE-Zﬂrg R T

Es decir, “El drea lateral del cono circular es igual a la semicircunfe-
rencra de la base. multiplicado por la medida de la generatriz’ Fig 299

v

Fig. 299

Area total del cono. Si al drea lateral le sumamos el area de la base (B)
lendremos el drea total (¥ig 300):

Ar=mnrg
SB=nr

Ar=nrg+nr

Ar=mnr(g-+r)

Volumen del cono. Es el limite del VOIIH‘HEII dﬂ una pirfim,lﬂe msn:nta
de base regular cuyo mimero de lados aumenta infinitamente. Como el volu-
mente de la pirdmide es un tercio del area de la base por altura, tendremos:

1
Volumen del cono = -3—3::7*5' h.

372. TRONCO DE CONO. AREAS LATERAL Y TOTAIL. La porcién
de cono circular recto comprendida entre la base y un plano paralelo a ella,
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se llama 1ronco de cono. Los dos circulas que lo limitan son las bases. la
distancia entre las bases es la a/7ra v la porcion de generatriz. del cono es
la generatriz del tronco.

Fig. 300

La porcién de cono c&;mpr«endida entre el vértice y el plano paralelo
a la base, se llama cono deficienie. Un tronco de cono circular puede consi-
derarse engendrado por la revolucién de un trapecio rectangulo que gira
alrededor del lado perpendicular a las bases.

- Ejemplo. En la figura 301 estd representado el tronco de cono OOBA,
cuyas bases son los circulos de centros O ¥ O’ y radio r v . La altura es
el segmento O'O y la generatriz el segmento AB. El cono de vértice V ¥
base el circulo O/ es el cono deficiente, :

Area lateral del tronco de cono.  Se puede obtener de la siguiente manera:
Supongamos inscrito en el tronco de cono (Fig. 301 un fronco de piramide
regular, de apotema a. : :

Si llamamos P y P’ a los perimetros de las bases. tenemos:

PP
2

(A

J, =
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Fig. 301

51 el niamero de caras del tronco de piramide. se aumenta infini-
tamente. P y P’ tienen por limites los valores 2smr y 22+ ¥ la apotema
del tronco. tiene por limite el valor de la generatriz del tronco. Fn-
tonces tendremos:

2ar+2nr
A = 5 g
Qmr4+amr’)
A = 5 g

Ar=mr+4anr)yg
Ar=n(r+r)g
A, =mg(r+47).

Area total del tronco de cono. Para hallar el drea total, basta sumar
al area lateral las areas de las dos bases.

A =mg(r+r) A —=nr A, 6 =gur?

I3 B

A=A +A4,4+ A4,

i

Ar.—_—ﬂg(f'—!—?"}'—f—nrz-+nr"-’
Yoo A =mg(r4r) w242

T
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Volumen del tronco de cono, ~Anédlogamente al volumen del tronco de
piramide regular, tendremos:

Volumen tronco de cono — g (mR*+7mri 4 nRr)
siendo £ la altura y R y r los radios de las bases del tronco.

Secciones. Toda seccién producida en una superficie esférica por un
plano. es una circunferencia,

Fig. 302

373. SUPERFICIE ESFERICA Y ESFERA  La superficie esférica es el
lugar geométrico de todos los puntos del espacio que equidistan de umo
interior llamado centro.

La distancia del centro a un punto de la superficie se llama radio. Si la
distancia de un punto al centro es menor que el radio el punto es interior a la
superficie y si es mayor el punto es exterior.

Se llama csfera al conjunto. formado por todos los puntos de una super-
ficie esférica y los interiores a la misma. Las palabras esfera y superficie
esférica se suelen usar como sinénimas. :

Una superficie esférica es también la superficie de re-valut;it%n engein
drada por la rotacién de una circunferencia alrededor de uno de sus didmetros.
El enerpo engendrado por la rotacién de un circulo es la esfera.
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Toda recta y todo plano que pasan por el centro se laman Jidmiciros v
planos diametrales respectivamente. Un plano diametral divide a la esfera
en dos partes iguales llamadas /ie/sferios.

374. POSICIONES BRELATIVAS DE UNA RECTA Y UNA ES-
FERA. Una recta puede tener con una esfera dos puntos comunes (sccanic
un solo punto comiin (tangente) o ningdn punto comtn (exierior),

Posiciones relativas de un plano y una esfera. . 8i-la-distancia del centro
O a un plano P es menor que el radio. el plano es secante (Fig 302). La
interseccién con la superficie esférica es una circunferencia y con la esfera
es un circulo. Si el plano pasa por el centro, como el plane a, la interseccion
tiene el mismo radio que la esfera y se llama circulo mdrirmo. Si no pasa
por el centro la interseccidn es un circudo menor, Todos los circulos méaximos
son iguales.

Si la distancia del centro al plano es igual al radio el plano tiene un
solo punto comiin con la esfera y se llama plano tangente y al punto comim
punto /de contacto.

Si la distancia del centro al plano es mayor que el radio el plano es
exterior y no tiene ningin punto comun con la esfera.

Posiciones de dos esferas. Qcupan posiciones anélogas a las de dos cir-
cunferencias en el plano. Si son secantes tienen comun un circulo cuye plano
es perpendicular a la recta que une los centros. Si son tangentes tienen un
solo punto comun.

375. CONO Y CILINDRO CIRCUNSCRITO A UNA ESFERA. Si
desde un punto exterior a una esfera trazamos todas las tangentes posibles,
se obtiene una superficie cénica que se dice esta circunscrita a la esfera. La
linea de contacto del cono y de la esfera es un circulo menor.
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Si se trazan todas las tangentes paralelas a una recta dada se obtiene un
cilindro circunscrito. La linea de contacto es un c¢irculo maximo.

376. FIGURAS EN LA SUPERFICIE ESFERICA Y EN LA ESFERA.

1. Si cortamos una esfera por un plano secante tendremos:

Cada porcién de superficie esférica es un casquete esférico (en general
se considera el menor de los dos). Si el plano secante pasa por el centro
el casquete se llama hemisferio.

Cada pﬂrcm de esfera se llama segmento esferico de una ﬁm#

2. Si cortamos una esfera por dos planos paralelos tendremps::

La porciéon de superficie esférica limitada por los dos planos se llama
zovie esferica.

La porcién de esfera limitada por los dos planos se llama segmenio e
férico de dos bases.

% 8i consideramos dos semicirculos méximos del mismo diametro
tendremos: .

La porcién de superficie esférica limitada por los des semicirculos se
llama Auso esférico.

La poraion de esfera limitada por los dos semicirculos se llanm
cur esferica. i

4. Se llama distancia esférica entre dos puntos de una superficie esférica
al menor de los arcos de circulo méaxinio que pasa por ellos. Es la distancia
mis corta entre dos puntcs medida sobre la superficie esférica.

5. Se lama trigngulo esférico la porcion de superficie esférica limitada
por tres arcos de circuto maximo. Estos arcos o lados del tridgngulo son menores
que una semicircunferencia.
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-
- -

-

i ———

. Se llama angulo esferico en un punto el formado por dos arcos de
circulo méiximo. Se mide por el angulo formado por las tangentes a los
arcos en el punto.

377. AREA DE UNA ESFERA Y DE FIGURAS ESFERICAS. La
obtencién por métodos elementales de la férmula del drea de una esfera es
algo laboriosa. Requiere los siguientes pasos: _

[. El érea engendrada por la base AB de un triangulo isésceles AOARB
al girar alrededor de un eje ¢ que no corta al tridngulo, es igual a la pro-
yeccién del segmento AB sobre el eje por la longitud de la circunferencia
cuyo radio es la altura OH del triangulo.

En efecto: el drea engendrada por AB en su giro es el area lateral de
un tronco de cono de lado AB y circunferencia media la de radio HM. Luego:

Area engendrada por AB=2x HM X AB



CUERPOS REDONBOS 295
Pero los triangulos AOHM y AABD son semejantes:

AB  AD o AR
of _ AM " om  mwr

Luego: Area engendrada por AB = 2 n OH X A’B’. como se queria demostrar.

2. Considerar una linea poligonal regular, o sea una quebrada formada
por cuerdas iguales de una circunferencia, y los tridngulos isésceles que se
forman uniendo los vértices de la pcligonal con el centro.

Segun el teorema anterior, el area de la superficie engendrada al girar la
poligonal alrededor de un eje, que no la corte, es igual al producto de la pro-
veccidn de la diagonal sobre el eje por la longitud de la circunferencia cuye
radio es la apotema de la poligonal.

3. Si ahora consideramos una semicircunferencia girando alrededor de
su didmetro, inscribimos una poligonal regular y hacemos crecer infinitamente
ol ntimero de lados, en el limite se obtiene que la proyeccién de la poligonal
es el didmetro (2r); la apotema se transforma en el radio r y el area resulta
la de la superficie esferica. Luego:

Area superficie esférica =2mr X 2r =4mwr .
AREA DE UN CASQUETE O DE UNA ZONA ESFERICA. Es el

limite del drea engendrada por una poligenal regular inscrita en el arco al
crecer infinitamente el numero de lados. Luego:

Area de un casquete o zona =2nrh

siendo r el radio de la esfera y A la proyeccidn de la poligonal =obre el
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areas son de la forma:
aAr—n =n(rt—s) =nkt
siendo 4 la distancia del centro al plano.
8i ahora ccnsideramos el cono de
vértice. el centro de la esfera y de base
la del cilindro tendremos que el irea
de la seccibn a la distancia & es:
i o
siendo z €l radio de la seccion. Pero
como los tridngulos ANAOB y AOCD

son semejantes. resulta:

- b - L
i oS o
£

es decir. que el drea de la corona circular (m %?) y el drea de la seccién
del cono (s 2 = o k%) son iguales.

- Aplicando el principio de Cavalieri resulta que el volumen V. del espa-
cio entre la esfera y el cilindrc es igual a la suma de los volimenes de los
dos conos que tienen de vértice el centro de la esfera y de bases las del prisma.
Fl volumen de cada uno de estos dos conos es:

1

Bgne Rt s
.s.nr (r) 3 r

v el de los dos conos es:

7 .

[EER 8 L)

Luego. el volumen de la esfera sera:

2 5 e
V:V]H—V::E:r:r“——é-ﬂr‘?:-—ﬁr‘"’.
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EJERCICIOS

(1, Hallar el area lateral de un cilindro circular recto, si el radie de
la base mide 4 cm y la generatriz 10 cm. R 231.2 em.

(2) Hallar la generatriz de un cilindro sabiendo que su drea lateral

es 756.6 cm? y el radio de la base mide 10 cm. R: 1Y em
(31 Hallar el 4rea total de un cilindro si el radio de la base vale

20 em y la generatriz 30 cm. R.: 6280 cm.
(4) Hallar la generatriz de un cilindro cuya érea total es 4082 cm?

si el radio de la base mide 5 cm. Kz 8 cm.
(5) El drea total de un cilindro es 471 cm?® v su generatriz es el doble

de su radio. Hallar la generatriz y el radio. g —= 10 cm.

', Hi
i S

(6, Hallar el irea lateral de un cilindro. si el radio de la base mide

b m y la altura 9 m. Az 334912 e
(71 Hallar el radiv de la base de un cilindro sabiendo que su drea
lateral es 1507.2 cm? y la generatriz vale 40 cm. R.:'6 cm.
(8) El area tctal de un cilindro es 75.36 m? y su generatriz es el doble

del radio de la base. Hallar el radio y la generatriz. it 2 ni
i g— 4 1

(9) Hallar el area lateral de un cilindro cuya generatriz es igual al lado
del tridangulo equildtero inscrito en la base del cilindro. R: N/Snr

(10) Hallar el drea total de un cilindro, sabiendo que su generatriz es
igual al lado del hexdgono regular inscrito en subase R: Y7o

(11) Hallar el drea lateral de un cono cuya generatriz vale 6 cm.
st ¢l radio de la base mide 4 em. R: 7536 cm-

(12) Hallar el area lateral de un cono sabiendo que el radio de la base
mide 6 cm y la altura 8 cm. R: 18R 4 cm

(13) Hallar el irea total de un cono si la generatriz vale 9 cm y el
radio de la base 5 ¢cm. R: 2108 cm-

(14) Hallar el drea total de un cono sabiendo que el radio de la base
mide 3 cm y la altura 4 cm. R: 7536 crv

(15 Hallar la altura de un cono sabiendo que el drea lateral mide
168/57 cm® y el radio de la base mide 4 cm. R: 8 cn
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(16) El érea tctal de un cono es 13 = cm?. El radio de la base y la altura
estan en la relacién 1:2. Hallar el radio vy la altura. - r=—2 cm.
" h=4 cm.
(17) Hallar el area lateral de un tronco de cono cuya altura mide

8 cm, y los radios de las bases valen 4 cm y 10 ¢m, respectivamente.
R.: 439.6 cm-,

(18) Hallar el é4rea total de un tronco de cone cuya altura mide
4 cm, si los radios de las bases miden 9 ecm y 6 cm, respectivamente.
R 192 % cm®.

(19) El édrea lateral de un tronco de cono vale 560 = cm* El radio de
la base mayor y la generatriz son iguales. El radio de la base menor vale
8 cm y la altura del tronco mide 16 cm. Hallar la generatriz. R:: 20 cm,

(20) Hallar el area lateral y el area total de un tronco de ceno, sa-
biendo que los radios de sus bases miden 11 em y 5 em y la altura
8 cm, respectivamente. - Ay =502.4 cm?,

7 Ayp = 960.84 e,

(21) Dos esferas de metal de radios 2a y 34, se funden juntas para hacer

una esfera mayor. Calcular el radio de la nueva esfera. B r=a¥n,
(22) En una esfera de radio r se tiene inscrito un cilindro de manera

tal que el didmetro del cilindro es igual al radic de la esfera. Calcular:
@) el area lateral del cilindro; /) el drea total del cilindro; ¢) volumen

del cilindro rgid =uige
b} Ag :'.':( %_'_ \;q ) i
£} TR EEFE/_% rt

(23) Se tiene una esfera situada dentro de un cilindro de manera gue
el cilindro tiene de altura y diametro el didmetro de la esfera. Determinar
la relacién entre el area de la esfera y el area lateral del cilindro.

R.; son iguales,

(24) Dos esferas cuyos didmetros son 8 y 12 pulgadas respectivamente
estan tangentes sobre una mesa. Determinar la distancia entre los dos puntos
donde las esferas tocan a la mesa. R.: 4\/6 pulgadas

(25) Dentro de una caja ctibica cuyo volumen es 64 cm?®, se coloca una
pelota que toca a cada una de las caras en su punto medio. Calcular el vo-

lumen de la pelota. 32
!—i’“, V —— ‘-':'g JE,
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(26) Se funde un ci-
lindro de metal de radio r
y altura h, y con el me-
tal se hacen conos cuyo
radio es la mitad del ra-
dio del cilindro, pero de
doble altura. ;Cuantos co-
nos se obtienen?

R.: 6 conos.

(27) Una esfera de
cobre se funde y con el
metal se hacen conos del
‘mismo radio que la esfera
y de altura igual al doble
de dicho radio. ;Cuéntos
conos se chtienen?

R.: 2 conos.

(28) En una caja de
forma cubica, caben exactamente 8 es-
feras de 2 pulgadas de didametro cada
una y en el centro de éstas una esfera
menor que las anteriores. Calcular el
volumen de ésta.

4
R: V=< (5v2=Tm.

(29) Hallar el volumen del espa-
cio limitado por los troncos de pirdmide
y de cono, de acuerdo con las medidas
indicadas en el dibujo.

R.: V =620.72 pulgadas cibicas.

(30) Calcular el volumen del es-
pacio que queda entre los dos cilindros.
de acuerdo con las medidas indicadas
en la figura.

R.:'V = 1695.8 pulgadas cubicas.

| (31) Hallar el volumen del es-
Ejer. 30 pacio limitado entre el cono y el or-
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toedro de acuerdo con las medidas indi-
cadas en el dibujo.

R.: 654.96 pulgadas cubicas.

Ejeri 31 Ejer. 32

- (32) De un cubo de 5" de arista se quita un cilindro de 37 de
didmetro. Calcular el volumen de la parte que queda del cubo.

R.: V = 89.675 pulgadas cabicas.
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Trigonometria

380. ANGULO DESDE EL PUNTO DE VISTA TRIGONOMETRICO.
—

L4
Sea OA una semirrecta fija y OC una semirrecta mévil del mismo origen
¥ en coincidencia con OA.

—
Supongamos ahora que la semirrecta OC gira alrededor del punto O

——
en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces OC, en cada po-
sicion engendra un éngulo, el angulo /AOC (Fis

j03), por ejemplo.
— —_ —
Cuando OC coincide con OA, el dngulo es nulo; cuando

OC comienza a girar,
— —>
el angulo aumenta a medida que OC gira. Al coincidir

OC de nuevo con
302
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303

— —
OA, ha engendrado un angulo completo (360°), pero OC puede seguir girando

v engendrar un 4ngulo de un valor cualquiera.

Fig. 303 Fig. 304

381. ANGULOS POSITIVOS Y ANGULOS NEGATIVOS. Arbitraria-
mente se ha convenido que los dngulos engendrados en sentido contrario a
las manecillas del reloj, se toman como positivos y los angulos engendrados

en el mismo sentido de las agujas del reloj se consideran negativos.

Ejemplo. En lafigura 304: L AOC = 45°; L AOB = 45°,
382, SISTEMA DE EJES COORDENADOS RECTANGULARES. Sgbre
: (s
una recta XX’, tomemos un punto O
que se llama origen. Por el punto ¥
Hoe—
0O, tracemos la recta Y'Y’ de manera 43
—> —>
que YY" | XX Ju1 7 1
Tomemos una unidad y gradue- +1
mos los dos ejes a partir del punto O. &t R
El eje XX’ se gradua postivamente ha- WS 0"_1 e
cia la derecha y negativamente hacia I L N
la izquierda. El eje YY’ se gradta po-
sitivamente hacia arriba v negativa- 1°
mente hacia abajo. y'
Los ntmeros sobre el eje XX’
miden las distancias en magnitud y Fig. 305

signo del origen a los puntos del eje y reciben el nombre de abscisas.
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Los nimeros tomados sobre el eje YY" miden las distancias del origen
a los puntos del eje y reciben el nombre de 1 /onadus,

Anélogamente, el eje XX’ se llama /o Jo las abscisas ¥ el eje YT se
llama eje de las ardenadas.

El punto O es la intersecciéon de los dos ejes y se llama origen de
coordenadas.

Los ejes XX’ y YY’ dividen el plano en 4 partes, llamadas cuadrantes.

XOY — I cuadrante X'0Y’ = 111 cuadrante
YOX’ = 11 cuadrante Y'OX = IV cuadrante.

383. COORDENADAS DE UN PUNTO. Establecido en un plano un
sistema de ejes coordenados, a cada punto del plano le corresponden dos
nameros reales (una abscisa y una ordenada) que se llaman coordenadas
del punto.

Para determinar dichas coordenadas, se trazan por el punto paralelas
a los ejes XX’ y YY’ y se determinan los valores donde dichas paralelas
cortan a los ejes. Estos